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Introducao

Este texto visa a introduzir o conceito e algumas propriedades dos grupos fuchsianos. Especifica-
mente, nosso objetivo tltimo é provar alguns resultados sobre a dimensao Hausdorff do conjunto
limite de grupos fuchsianos de segundo tipo, resultado este devido a Patterson [Pat76], com énfase
na construcao de medidas conformes que, apesar de ser um passo intermedidrio, abrira cami-
nho para estudar a teoria de Denker-Urbanski. Grupos fuchsianos sao uma classe de grupos que
possuem ligacoes com diversas areas da matematica, tais quais geometria hiperbdlica, geometria
projetiva e analise complexa. Os grupos fuchsianos foram nomeado em homenagem a Lazarus
Fuchs (1833-1902), sendo Poincaré o primeiro a se debrugar mais profundamente sobre o estudo
deles.

Diferentemente de como é o caso de grande parte dos textos, este trabalho foi escrito ao mesmo
tempo em que o autor aprendia os assuntos apresentados. Se, por um lado, isso fez com que fosse
possivel atentar para detalhes e aspectos que dificultaram a experiéncia de aprendizagem do autor,
de modo que a didatica ficasse mais adequada para quem nunca teve contato com o assunto, por
outro, o esforco para que o texto apresentasse homogeneidade no estilo, fluidez e continuidade
foram maiores que os usuais, dado que a experiéncia de aprendizagem é muitas vezes oscilante,
interrupta nao-homogénea e a longo prazo. Advirto desde ja que, apesar de grandes, os esforgos
para suavizar o aspecto quimérico do texto podem nao ter sido suficientes.

A fim de termos um melhor aproveitamento sobre o assunto, o texto sera dividido em duas
partes. Na primeira, iremos recordar alguns resultados bésicos de teoria de grupos, topologia,
grupos topoldgicos e andlise complexa. Na segunda parte, voltada mais diretamente para os
nossos propositos, daremos um panorama geral sobre geometria hiperbdlica antes de lidarmos
com os grupos fuchsianos propriamente ditos. Naturalmente, leitores mais confortaveis com os
requisitos podem pular esta parte introdutéria. De modo geral, supoe-se que o leitor saiba, no
minimo, a definicao de um grupo e de uma topologia.






Parte 1

Requisitos






Capitulo 1

Teoria de Grupos

1.1 Homomorfismos

Defini¢ao 1.1. Sejam (G,-), (H,*) grupos. Uma funcao h : G — H é dita um homomorfismo
de grupos se h(a -b) = h(a) = h(b), Va,b € G. Quando um homomorfismo é injetivo, sobreje-
tivo e bijetivo, dizemos que é um monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo, respectivamente.
Quando o dominio e o contradominio sao idénticos, dizemos que se trata de um endomorfismo.
Um automorfismo é um endomorfismo que também é um isomorfismo. )

Dizemos que um homomorfismo de grupos é uma funcao que preserva a estrutura do grupo.
A razao para isto é a que se segue. Por definicao, um homomorfismo preserva a operagao de
grupo. Além disso, a proposi¢ao abaixo nos diz que o elemento neutro e a operacao de elemento
inverso também sao preservadas. Em outras palavras, um homomorfismo mapeia elemento neutro
em elemento neutro e o homomorfismo do inverso é o inverso do homomorfismo. De forma ainda
mais clara, quando dizemos que homomorfismos sao mapas que preservam a estrutura do grupo,
queremos dizer que tanto faz realizar as operacoes de grupo no dominio ou na imagem.

A partir de agora iremos deixar de enfatizar e distinguir os simbolos das operagoes dos grupos,
pelo bem da sanidade mental.

Proposicao 1.1. Sejam G, H grupos e h : G — H um homomorfismo. Se eg e ey sao o0s
elementos neutros de G e H, respectivamente, vale que h(eg) = ey. Além disso, se g € G, entdo

h(g™") = h(g)~". O

Demonstra¢ao. Tome g € G, qualquer. Teremos que g = eq-g = h(g) = h(eg) - h(g) =
h(g) - h(g)"' = hleg) - h(g) - h(g)™" = enm = hlec) - en = en = h(eq).

Usando isso, e = g-g~' = ey = h(g)-h(g7') = h(g)™" = h(g)™" - h(g)-h(g™") =
en - h(g™") =n(g™") = h(g)™' = h(g™) -

Definicao 1.2. Sejam G e H grupos e h : G — H um homomorfismo. O nicleo de h é o conjunto
ker h definido por ker h == {g € G; h(g) = ey}. A imagem de h é o conjunto Im h = {be H;dge G
com h(g) = b} &

11



Proposicao 1.2. Sejam G e¢ H grupos e h : G — H um homomorfismo. Vale que ker h € subgrupo
de G e Im h ¢é subgrupo de H. O

Demonstracao. Vejamos que ker h é subgrupo de G. Basta mostrarmos que, se g, f € ker h, ar-
bitrarios, entdo gf~! € ker h. Pela proposicio 1.1, h(gf~') = h(g)h(f) ™' = exey' = en

Vejamos agora que Im h é subgrupo de H. Seja g, f € Im h. Entao existe a € G tal que
g = h(a). ebe G tal que h(b) = f. Entao, gf ' = h(a)h(b)™" = h(ab™'). Assim, existe um
elemento de G (a saber, ab™') tal que h(ab™!) = gf~!, e portanto gf~' € Im h. Desta forma,
concluimos a nossa demonstracao. [ ]

Proposicao 1.3. Sejam G, H grupos e 0 : G — H um homomorfismo. 6 serd um monomorfismo
se, e somente se ker ) = {eg}

Demonstragao. Sabemos que 0(eg) = 0. Assim, se # for um monomorfismo, entao g # eq =
0(g) # ey, e portanto g ¢ kerf, Vg € G, g # eg. Reciprocamente, suponha que kerf = {eg} e
tome g, h € G. Se valesse gh™! = eg, terfamos ¢ = h. Assim, supondo g # h, temos gh™! # eg,
e portanto gh ! ¢ kerf, isto é, 0(gh™') = 0(g9)0(h)~* # eg, e portanto 0(g) # 6(h), donde 6 ¢
injetiva. |

Proposicao 1.4. Sejam G e H grupos e 8 : G — H um homomorfismo. Dado M, N € G, vale
que (M) = 0(N) < MN~! € kerd. O

Demonstragio. (M) = O(N) < O(M)O(N)™' =eg <= OMN')=eyg — MN'e
ker 6. |

1.2 Classes de Conjugacao e Subgrupos Normais

Definicao 1.3. Seja G um grupo. Dois elementos a,b € G sao ditos conjugados se existe g € G
tal que gag™' = b &

Proposicao 1.5. Seja G um grupo. A relagao ~ tal que a ~ b se, e somente se a e b forem
conjugados € uma relacdo de equivaléncia. As classes de equivaléncia por tal ~ sdo chamadas de
classes de conjugagao. ([l

Demonstragao. (i) Reflexividade. Dado a € G, para ver que a ~ a, basta tomarmos g = e. Dai
ecae”! = eae = a. (ii) Simetria. Sejam a,b € G tais que a ~ b. Entao existe g € G tal que
gag~! = b. Mas dai, ga = bg e a = g 'bg. Tomando h = g~! teremos hbh~! = a, donde b ~ a.
(iii) Transitividade. Suponhamos que a ~ b e b ~ ¢. Entao existem g,h € G tais que gag™' = b e

hbh~! = c. Entao teremos (hg)a(hg)™ = hgag=*h™' = hbh™! = ¢, donde a ~ c. |

Elementos conjugados de um grupo costumam possuir propriedades semelhantes. No caso dos
grupos estudados por nds, seus elementos serao fungoes, e elementos conjugados se relacionarao, por
exemplo, quanto aos seus pontos fixos. Destacamos, como exemplo, que os elementos conjugados



de um grupo de matrizes sao chamados de matrizes semelhantes. Entre algumas propriedades
elementares citamos: i) {e} é sempre uma classe de conjugagao e ii) em um grupo abeliano, as
classes de conjugacao sao conjuntos unitarios, uma vez que, Vg € G, gag~! = gg~'a = a.

Definicao 1.4. Sejam G um grupo e N < GG um subgrupo. Dizemos que N é um subgrupo normal
se, Vge G,¥ne N, gng~te N. &

Da definicao, segue diretamente que qualquer subgrupo de grupos abelianos é normal. Este
resultado também pode ser enunciado como corolario da proposicao 1.6 a seguir. Além disso, é
trivial ver que, em qualquer grupo G, os subgrupos {eg} e o préprio G sao subgrupos normais.
Estes subgrupos normais sao chamados de subgrupos triviais.

Como pode se esperar, o conceito de subgrupo normal esta intimamente relacionado ao conceito
de elementos conjugados. Se n € N (NN normal), entao todos os seus elementos conjugados também
pertencem a N. Em outras palavras, [n] = N, onde [n] é a classe de conjugacao de N. Com esta
observagao, fica evidente provar a seguinte proposicao:

Proposicao 1.6. Sejam G um grupo e N € G um subgrupo. Entao N € normal se, e somente se,
€ a uniao de classes de conjugacao de G. U

Definicao 1.5. Um grupo é dito simples quando seus tinicos subgrupos normais sao os triviais. &

As proposigoes seguintes demonstram que alguns subgrupos especificos sao normais, o que nos
sera util adiante.

Proposicao 1.7. Sejam G, H grupos e h : G — H um homomorfismo. O nicleo de h é um
subgrupo normal de G. O

Demonstracao. Pela proposicao 1.2, ja sabemos que ker A é um subgrupo. Falta provarmos que
é normal. Queremos provar que, dado n € kerh e g € G, h(gng™') = ey. Ora, h(gng™) =

h(g)h(n)h(g)~t. Usando que n € ker h: h(gng™) = h(g)egh(g)™' = eg. |

Para a préxima proposicao, devemos notar que a interseccao arbitraria de subgrupos de um
b 3
grupo também é subgrupo. A demonstracao deste fato nao é dificil.

Proposicao 1.8. Seja G um grupo e seja N um subgrupo normal de G. Entao, se S € um subgrupo
arbitrdario de G, N n .S é um subgrupo normal de S. 0

Demonstragao. Tome g € S e n € N n S arbitrdrios. Queremos provar que gng~' € N n S.
Primeiro, note que, em especial, g € G e n € N. Pela definicao de subgrupo normal, vem entao que
gng~! € N. Por outro lado, g,n € S, donde gng=! € S. Unindo as duas relacdes de pertinéncia
completamos a demonstracao. [

Além do mais, a interseccao arbitraria de subgrupos normais também é normal, o que nos
permite falar em menor subgrupo normal contendo um certo subconjunto do grupo. Este subgrupo
¢ chamado de fecho normal.



1.3 Cosets e Grupo Quociente

Muitas vezes, um grupo possui mais informacao do que precisamos. Neste caso, convém dividi-lo
em conjuntos que compartilhem a propriedade desejada de forma a formar um novo grupo. Este
novo grupo ¢ chamado de grupo quociente. Os conjuntos sao classes de equivaléncias, e para
entende-las, precisamos entender o que é um coset. Um coset é basicamente um subgrupo afim,
isto é, a translacao de um subgrupo. Como a operacao de grupo nao necessariamente é comutativa,
podemos ter cosets a direita ou cosets a esquerda. Precisamente, temos a seguinte

Definicao 1.6. Sejam G um grupo e H < G um subgrupo. Dado g € G, o conjunto gH :=
{gh;h € H} é chamado de coset a esquerda de H com relagdo a g e o conjunto Hg = {hg;h € H}
¢ chamado de coset a direita de H com relacdo a g. s

Proposicao 1.9. Sejam G um grupo e H < G um subgrupo. Sejam também ~p e ~g as relagoes
em G tais que x ~p y se, e somente se existe h € H tal que x = hy e x ~g y se, e somente se
eriste h € H tal que x = yh. FEntao vale que ambas sao relacoes de equivaléncia e além disso,
D < G € coset a direita de H se e somente se existe g € G tal que D = [g|p e E < G € coset a
esquerda de H se, e somente se existe g € G tal que E = [g]g. O

Demonstragao. Provemos que ~p é uma relacao de equivaléncia: (i) (reflexiva) Tome g € G. Como
H é subgrupo, eq € H. Assim, existe h € H tal que g = gh (a saber, h = eg), donde g ~p g¢.
(ii) (simétrica) Sejam x,y € G tais que x ~p y. Entao existe h € H tal que z = yh. Como H
é subgrupo, h™! € H. Assim, v = yh == xh™! = y, donde y ~p x. (iii) (transitiva) Sejam
x,y,z € G tais que x ~p y e y ~p z. Entao existem g,h € H tais que © = yg e y = zh. Estas
duas igualdades implicam = = (zh)g = z(hg). Ora, hg € H, por motivos ébvios, donde = ~p z.

Se D é coset a direita de H, por definicao, existe g € G tal que D = gH. Assim, x € D se, e
somente se, existe h € H tal que x = gh, que é equivalente a dizer que x ~p g, e portanto x € D
se, e somente se x € [g|p. Portanto, D = [g]p.

Os casos para cosets a esquerda e ~g se faz de modo analogo. [ |

Como estamos interessados no caso em que os cosets formam um grupo, passaremos estudar
algumas condigoes para tal. Uma forma bem natural de garantir que seja um grupo é exportando-
as do grupo, isto é: (¢gN)(hN) = (gh)N e (¢N)~! = (¢g7')N. Estas operagoes nem sempre estao
bem definidas...

os cosets a direita e a esquerda coincidem. Nestes casos, o conjunto dos cosets forma um grupo.
Este grupo, derivado das classes de equivaléncias, é chamado de grupo quociente. As hipdteses
suficientes e necessarias para que isto ocorra é que H seja um subgrupo normal de G. (vemos aqui,
finalmente, a utilidade da definicao de subgrupo normal). Estes resultados estao formalmente
enunciados a seguir:

Proposicao 1.10. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Uma condi¢ao necessdria e sufici-
ente para que gN = Ng, Vg€ G é que N seja um subgrupo normal de G. U

Demonstracao. Por definicao, = € gN se, e somente se existe n € N tal que x = gn. Isto, porém,

¢ verdade se, e somente se zg~! = gng~!. Mas o € Ng se, e somente se existe m € N tal que



rg~! = m, ou seja, se, e somente se xg~ ' = gng~! € N. Concluimos que gN = Ng se, e somente

se gng~te N,Vge G, Yn e N, que é precisamente a definicao de N ser normal. |

Proposicao 1.11. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo o conjunto G/N =
{gN = Ng;g € G}, munido da opera¢ao (gN)(hN) = ghN forma um grupo, chamado de grupo
quociente de G por N, onde egN = N € o elemento neutro e g~ 'N ¢é o elemento inverso de gN .

O

Aqueles que estao mais habituados com &lgebra linear hao de perceber a semelhanca entre as
defini¢oes de grupo quociente e espago quociente. Perceberao também o quao mais facil é definir
o segundo (sem necessidade de recorrer a objetos analogos aos cosets a esquerda e a direita). Isto
se deve ao fato de, num espaco vetorial, as operacoes serem comutativas.

Podemos pensar num grupo como uma figura cujos pixels sao os elementos e no grupo quociente
como uma versao com menor resolucao da figura. Esta visao reforca o que queriamos dizer quando
dissemos que o grupo quociente é 1til quando o grupo tem mais informagoes do que precisamos.
Um caso mais concreto é dado pela segiunte situacao: Seja 6 : G — H um homomorfismo. Esta
funcao pode nao ser injetiva. Pelo fato do nicleo de um homomorfismo ser normal, podemos fazer
G\ ker§. Nao é dificil ver que o homomorfismo serd constante em cada coset e a nova versao do
homomorfismo sera injetora. A préxima secao tratara de resultados relacionados a essas ideias.

Além de til na definicao de grupo quociente, os cosets desempenham papel fundamental na
demonstracao do Teorema de Lagrange, que sera enunciado aqui apenas a titulo de informagao.

Definicao 1.7. Seja G um grupo. A ordem de G é definida como a cardinalidade do conjunto G.
Um grupo G é dito finito se tem ordem finita &

Teorema 1.12. (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H < G um subgrupo. Entao
a ordem de G € multipla da ordem de H. O

Enfatizo que “ordem de um elemento”é um conceito diferente de “ordem de um grupo”e sera
tratada na secao 1.8.

1.4 Homomorfismo Revisitado

Existem alguns tipos de grupos quocientes que sao de particular interesse. Um deles é aquele
quocientado pelo nicleo de um homomorfismo. Este caso possui um resultado importante que sera
contemplado pelo Primeiro Teorema de Isomorfismos. Antes dele, vejamos um teorema mais geral,
que é um dos resultados mais importantes deste capitulo.

Teorema 1.13. (Teorema Fundamental de Homomorfismos). Sejam G e H grupos e ¢ : G — H
um homomorfismo. Seja N um subgrupo normal de G tal que N < ker ¢. FEntao a funcao v :

G/N — H definida por »(gN) = ¢(g) € um homomorfismo. O
Corolario 1.13.1. (Primeiro Teorema de Isomorfismos). Existe um isomorfismo ¢ entre G/ ker ¢
e Im ¢ dado por ip(gker @) = ¢(g) O

Corolario 1.13.2. Se ¢ é um epimorfismo, entao existe um isomorfismo 1 entre G/ker ¢ e H

dado por ¥(gker ¢) = o(g) 0



1.5 Grupos de Simetria

Definicao 1.8. Seja M um conjunto. O conjunto de todas as bijecoes de M para M forma
um grupo sob a operacao de composicao e é chamado de grupo de simetria de M, denotado por
Sym(M). Um subgrupo de um grupo de simetria é chamado de grupo de permutagao. s

Na verdade, o grupo de simetria de um objeto matematico é o grupo de funcoes que preservam
a estrutura deste objeto. Por exemplo, se for um espaco métrico, o grupo de simetria é o grupo
de isometria. Se for um espago topoldgico, é o grupo de homeomorfismos, se for uma variedade
diferenciavel, é o grupo de difeomorfismos... E assim por diante.

1.6 Acoes de Grupos

O cerne do estudo dos grupos é “simetria”. Este fato é bem conhecido mas, a primeira vista,
a definicao de um grupo nao parece estar nitidamente relacionada com simetria. Isto porque os
elementos de um grupo, a grosso modo, sao as transformacoes de simetria em si, desprovidas do
objeto a qual se referem. Esta é a motivacao da definicao de acao de um grupo. A acao de um
grupo é a razao de ser de um grupo, aquilo para o qual ele foi construido. Como o nome indica,
a acao de um grupo torna explicito a atuacao de um grupo num objeto que possui simetrias.
Novamente, devido ao fato de um grupo nao ser necessariamente comutativo, podemos ter dois
tipos de acao, a esquerda e a direita. Sem mais delongas, passemos a defini¢ao formal.

Definicao 1.9. Sejam M um conjunto nao-vazio e G um grupo. Seja a : G x M — M uma
funcao. Considere as seguintes propriedades:

1) Dado g € G, a fun¢ao a(g,-) : M — M é bijetiva

2) Se e é o elemento neutro de G, entao a funcao af(e,-) : M — M é a identidade. Ou seja,
ale,r) =z, Vr e M.

3e) Vale a(g, a(h,z)) = a(gh,z), Yg,h € G, Vr e M
3d) Vale a(g, a(h,x)) = a(hg,x), Vg, h € G, Yx € M
Se « satisfaz 1, 2 e 3e, entao é « é dita ser uma acao a esquerda de G. Se for 1, 2, 3d, « é dita

ser uma acao a direita de G. &

Note que se G é comutativo, acoes a direita e a esquerda empatam. Quando dissermos apenas
“acao”, estara subentendido que pode se tratar de uma acao a direta ou a esquerda. Além disso,
muitas das demonstracoes serao feitas com apenas um tipo mas a demonstragao para o outro caso
é completamente simétrica.

Vamos olhar com mais atengao a esta definigao e extrair o significado intuitivo de cada pro-
priedade. Dado um elemento g do grupo, a funcao a(g,-) : M — M se torna uma transformagao



de simetria de M. Nada mais justo do que ser bijetiva. A condicao 2 apenas impoe que a trans-
formagao de simetria que nao faz nada (a identidade), corresponda ao elemento neutro. A terceira
condicao é a mais interessante. Ela diz que realizar uma transformacao de simetria por g em M
ja transformado por h deve corresponder a transformacao de simetria composta gh ou hg. Em
outras palavras, aplicar h e depois aplicar g deve empatar com aplicar gh (ou hg) de uma vez sé.
Tal observacao, juntamente com a proposicao a seguir, tornam uma outra notacao funcional. De
agora em diante, podemos escrever gz no lugar de a(g,x). A observagao que acabou de ser feita
torna-se um tipo de associatividade: (gh)x = g(hz). Também:

Proposigao 1.14. Se a(g,z) =y, entio a(g~',y) = x. ]

Demonstracdao. Basta substituir a primeira na segunda:

Ly =algTalg,x)) = algTlg,x) = ale,x) = . _

Na notacao alternativa, a proposicao acima sé estd dizendo que gr =y =— z = ¢~ 'v.
Note que uma a¢ao da origem a um homomorfismo IT entre G e Sym(G), onde I1(g)(z) = a(g, x)

Existem algumas caracteristicas de agoes que sao importantes de serem vistas. Uma delas é a
transitividade:

Definicao 1.10. Sejam G um grupo e a : G x M — M uma acao de G em M. « é dita transitiva
se, Vx,y € M, existir g € G tal que y = a(g, z). Sera dita simplesmente transitiva quando tal g for
tnico. Mais ainda, a é dita ser k-transitiva se, para todo par de k-uplas (z1,...,2x) € (Y1, ..., Yx)
com elementos distintos dois a dois, existir um g € G tal que y; = a(g,x;), 1 <i < k. &

A estrutura de grupo (juntamente com o fato da definicio de ac¢do ser compativel com essa
estrutura) permite que a agao de verificar se um grupo é transitivo seja ligeiramente facilitada.
Em vez de considerar pares quaisquer de pontos do espago, podemos fixar um deles e provar que
qualquer outro ponto pode ser mandado para ele. Mais geralmente:

Proposicao 1.15. Seja G um grupo agindo num espaco X. A acdo € k-transitiva se, e somente
se, existe uma k-upla de pontos distintos de X, (p1, ..., px) tal que, para toda k-upla (z1, ..., xx) de
elementos distintos existe um elemento g € G tal que p; = a(g,z;),1 < i < k. O]

Demonstracao. Que k-transitividade implica na propriedade acima ¢ imediato da definicao. Reci-
procamente, suponha que a propriedade valha e tome um par de k-uplas com elementos distintos
(1, ...,zx) € (Y1, ..., Yr). Entdo existem g, h € G tais que p; = a(g,z;) e p; = a(h,y;),1 < i < k.
Entao existe um elemento de G, a saber, h™'g tal que y; = a(h™'g,z;),1 < i < k. De fato,
a(h™tg,z;) = a(h™ Y alg, z;)) = a(h™t, p;) = y;, 1 <i < k, por (1.14). |

A partir de agora, quando provarmos que uma agao é transitiva, provaremos simplesmente a
propriedade acima.

Definicao 1.11. Sejam G um grupo e a: G x M — M uma acao de G em M. Dado m € M, a
orbita de m pela ag¢do de o é o conjunto Orb,(m) = {a(g,m); g € G}. &



Em palavras, a é6rbita de m por « é o conjunto dos pontos de M que m pode assumir, con-
siderando todas as transformacoes de simetria que G pode oferecer através de a. A proposicao
seguinte abrird o caminho para uma definicao alternativa de acao transitiva.

Proposicao 1.16. Sejam G um grupo e o : G x M — M uma a¢ao de G em M. Dado m e M,
vale que n € Orb,(m) = Orby(n) = Orb,(m). O

Demonstra¢ao. Suponhamos que « seja uma acao a esquerda. Mostraremos inicialmente que
Orbs(n) < Orb,(m). Seja x € Orb,(n). Entao existe g € G tal que a(g,n) = x. Por outro lado,
como n € Orb,(m), entao existe h € G tal que a(h,m) = n. Ora, substituindo uma coisa na outra,
r = a(g,a(h,m)) = a(gh,m), em que usamos a defini¢do de agao a esquerda. A ultima igualdade
mostra que x € Orb,(m).

Veja que mostramos a seguinte implicagao: n € Orb,(m) = Orb,(n) < Orb,(m). Trocando
o papel das letras, teremos: m € Orb,(n) = Orb,(m) < Orb,(n). Assim, se mostramos que
n € Orb,(m) = m € Orb,(n), obteremos automaticamente a igualdade desejada. Novamente,
a hipétese nos leva a crer que existe h € G com a(h, m) = n. Pela defini¢ao de acao, a(e,m) = m.
Donde a(h™th,m) =m = a(h™',a(h,m)) =m = a(h™',n) =m e portanto m € Orb,(n).

Para acoes a direita, a demonstracao é analoga. [

Corolario 1.16.1. A relagdo definida por m ~ n se, e somente se m € Orb,(n) é uma relagao de
equivaléncia. (e portanto as orbitas formam classes de equivaléncia em M) O

Corolario 1.16.2. Se eziste m € M tal que Orb,(m) = M, entao Orb,(n) = M, V¥ne M. O

Demonstra¢ao. Dado n € M, como Orb,(m) = M, entdao n € Orb,(m). Pela proposicao,
Orby(n) = Orby(m) = M. |

Corolario 1.16.3. Uma acao « € transitiva se, e somente se existir m € M tal que Orb,(m) = M
O

Demonstragao. Pelo coroldrio acima, existir m € M tal que Orb,(m) = M, é equivalente a dizer
que Orby(x) = M, Yx € M. Dados z,y € M arbitréarios, pelo que foi dito, Orb,(x) = M, donde
y € Orb,(x), donde existe g € G tal que y = (g, x). Pela arbitrariedade de z e y, concluimos que
« é transitiva. Reciprocamente, sendo « transitiva e, fixado um x € M, para todo y € M, existe
g € G tal que y = a(g, z), e portanto y € Orb,(x), Yy € M e, portanto, Orb,(x) = M. |

Definicao 1.12. Sejam G um grupo e o : G x M — M uma acao de G em M. « ¢é dita efetiva
se dados g,he€ G, g # h = Jx e M;a(g,x) # a(h,x). Tal @ também costuma ser dita fiel. « é
dita livre se, dados g,h € G, g # h = «(g,z) # a(h,z),Vz € M. &

Apesar de parecidas, nao se engane: a definicao de acao efetiva e livre sdo diferentes, sendo a
ultima mais forte, ou seja, toda acao livre é efetiva mas nao vale a reciproca. Em palavras, uma
acao ¢é efetiva se transformacoes de simetria diferentes fazem algum ponto ficar diferente. Ou, se
duas transformagoes de simetria deixam o espago igual, entao os elementos correspondentes do
grupo sao iguais. Assim como fizemos com a transitividade, forneceremos uma equivaléncia para
a definicao de livre e efetiva:



Proposicao 1.17. Sejam G um grupo e o : G x M — M uma acio de G em M. FEntao o €
efetiva se, e somente se a(g,x) =x, Yx e M = g =e. Além disso, o € livre se, e somente se
dre M; a(g,z) =2 — g=ce. O

Demonstragao. Suponha, primeiramente, que valha a implicagao: a(a,y) =y, Vye M = a = e.
Provarei a contrapositiva da tese. Tome g, h € G arbitrarios e ponha a = gh™' e y = a(h, z). Dai
a(gh ™ a(h,z)) = alh,z), Vo € M = gh ! = e = g = h. Note que nao hd perda
de generalidade ao tomarmos a(h,x) no lugar de y pois «a(h,-) é uma bijecdo por definicao (e
portanto alcanca todos y € M). Mas, por definicio de agao, a(gh™' a(h,r)) = a(g,z). E
portanto temos a seguinte implica¢do: a(g,z) = a(h,z),Voe € M = g = h. A tese segue da
arbitrariedade na escolha de g e h. Reciprocamente, suponhamos que « seja efetiva. Suponhamos
também que, para algum g, a(g,x) = x, Vo € M. Quero provar que g = e. Para tanto, notemos
que afe,x) = x, V inM, pela definicio de agao. Assim, a hipdtese acima enunciada pode ser
reescrita como: a(g,z) = a(e,z), Yo € M. Ora, da efetividade de « segue que g = e.

Em segundo lugar, suponhamos que « seja livre. Isto é, que se existe z € M tal que a(g,x) =
a(h,z), entdo g = h. Suponhamos também que existe x € M tal que a(g,z) = x. Provemos
que g = e. Note que, por definicao de acao, z = a(e,x). Dali, existe x € M tal que a(g,x) =
a(e,z). Mas como a agao ¢ livre, chegamos que g = e. Reciprocamente, suponhamos que valha a
implicacao: 3x € M;a(g,x) = x = g = e. Suponhamos também que exista x tal que a(g,x) =
a(h, ). Quero provar que g = h. Note que a(g,z) = a(h,z) = a(gh™, a(h,z)) = a(h,z). Por
hipétese, isso nos d4 gh~! = e, donde g = h, concluindo nossa demonstracao. [

Essa proposicao nos da, em palavras, o seguinte: o uma acao é efetiva se a unica transformagao
que deixar tudo igual for a identidade; uma acao é livre se a unica transformacao que deixar alguma
coisa igual for a identidade.

Note que ker II consiste de todos os elementos do grupo que agem em X como a identidade.
Assim, uma acao ser efetiva é equivalente a ker IT = {e}. Caso contrario, hd uma redundancia na
acao: varios elementos agindo da mesma maneira. Essa redundancia sempre pode ser eliminada
através do quociente G/ker(f), cuja agado serda sempre efetiva. Assim, toda agdo dé origem a
uma acao efetiva. Lembrando que o kernel de um homomorfismo ser a identidade corresponde ao
homomorfismo ser um monomorfismo. Isso esclarece no nome “fiel”, j4 que na matematica este
adjetivo costuma corresponde a algum tipo de injetividade.

Proposicao 1.18. Sejam G um grupo e o : G x M — M uma a¢ao de G em M. « é simplesmente
transitiva se, e somente se a € transitiva e livre. [

Demonstracao. Suponha que « é transitiva e livre. Entao, dados x,y € M, existe g € G tal que
a(g,z) = y. Dai, se a(h,x) = y, teremos «a(g,z) = a(h,x), para algum x. Como « é livre, isso
nos déd g = h, donde g é o unico elemento tal que (g, ) =y, o que demonstra ser « transitiva.

Reciprocamente, suponha que a é simplesmente transitiva. Isto é, dados z,y € M, se a(g,x) =
y e alh,r) = y, entdo g = h (além do mais, tal g sempre existe). Ora, que « é transitiva é
ébvio. Dado x € M e g € G, tome y = a(g,z). Dal valerd que se a(h,z) = y, isto é, que se
a(g,x) = a(h, x) para algum z, entdao g = h, donde « é livre. [ |



Definicao 1.13. Seja G um grupo e o : G x M — M uma ac¢ao de G em M. Um subconjunto
S < M ¢ dito invariante se a(g, s) € S, para todo s€ S e g € G.

Proposicao 1.19. Dado x € G, Orb(a,z) é um conjunto invariante. A unido e intersec¢ao
arbitrdria de conjuntos invariantes € invariante. Um conjunto € invariante se, e somente se, € a
uniao de orbitas.

Demonstragao. Tome y € Orb(a, x). Entao Orb(a,z) = Orb(a,y). Assim, dado qualquer g € G,
a(g,y) esta na orbita de y por definigao de drbita, e portanto na érbita de z. A conclusao segue
pela arbitrariedade de y e g.

Seja (X;)ier uma familia arbitraria de conjuntos invariantes e sejam X*, X, a unido e a inter-
seccao desta familia, respectivamente. Tome z € X* e g € G. x € X; para algum i, e portanto
y = a(g,x) € X; pois este é invariante, donde y € X*. Se, por outro lado, x € X,, entao = € X;
para todo 7. Como cada um deles é invariante, y = a(g,z) € X; também para todo i, donde
ye X,.

J& vimos que a orbita de um ponto ¢ invariante, donde qualquer uniao de 6rbita também o é,
pelo paragrafo anterior. Agora, tome X um conjunto invariante e escrevamos-no como uma tal
unido. E ébvio que X < |J,.x Orb(a, z), mas provaremos também a inclusao reciproca. Tome um
elemento y da unido. Por construgao, y € Orb(a, ), para algum x € X, isto é, y = a(g,x) para
algum g € GG. Entao fica claro que y € X pela invariancia deste conjunto. |

Corolario 1.19.1. Um conjunto ser invariante é equivalente a valer a segquinte implicacao: x €
X = Orbla(g,r) c X.

Corolario 1.19.2. Seja G um grupo e o : G x M — M wuma ac¢ao de G em M. Entdo a agao €
transitiva se, e somente se, os unicos subconjuntos invariantes forem @ e M.

Demonstracao. Suponha que a agao seja transitiva e tome um conjunto invariante nao vazio.
Mostrarei que esse conjunto ¢ M. Tome y em M qualquer. Como o conjunto é nao vazio, existe x
em M. Como a agao é transitiva, existe g com gx = y. Como o conjunto € invariante, deve-se ter
y em X.

Suponha agora que a acao nao é transitiva. Entao devem existir, necessariamente, x,y € X
tais que nao haja nenhum g € G com gx = y. Neste caso, a Orbita de x é um conjunto invariante
que nao é vazio, pois tem x, nao é o todo, pois nao tem y, e é invariante pelo simples fato de ser
uma orbita. [

Definigao 1.14. (grupo de isotropia). Seja G um grupo e o : G x M — M uma acao de G em
M. Se ge G e m e M tais que a(g,m) = m, entdo m é dito ser um ponto fixo de g. Seja X < M.
O conjunto {g € G;a(g,r) € X,Vr € X} é chamado de grupo estabilizador de G com relagio a X
ou grupo de isotropia e denotado por G, x ou Gx quando a acao estiver subentendida. Assim, X
¢ invariante se, e somente se Gx = G. &

Proposicao 1.20. Sejam G um grupo, o : G x M — M wuma acdao de G em M e X < M. Entao
Gx € um subgrupo de G. 0



Demonstra¢ao. Suponha que g,h € Gx. Entdao a(g,z) = z, Vx € X e também a(h,z) = =,
Vo € X. Dali, dado z € X arbitrario, a(gh,z) = a(g,a(h,z)) = a(g,z) = z, donde gh € Gx.
Ainda, afe,z) =2 = alg7'g,2) =2 = a(g ', a(g,2)) = a(g™,2) = . u

Proposicao 1.21. Sejam G um grupo e o : G x M — M uma acdo de G em M. A acdo o € livre

se, e somente se G, = {eg}, Vo € X. O

Demonstra¢ao. Suponha que « é livre. Dado g € Gx, temos que a(g,z) = x. Porém, pela
proposigao 1.17, como « é livre, isto implica que g = e, donde Gy = {e}.

Reciprocamente, suponha que temos Gy = {e}. Entao a(g,z) = x implica que g € Gx e
portanto g = e. Temos entdo a implicacdo a(g,z) = x = ¢ = e, que pela proposi¢ao 1.17 é o
mesmo que dizer que « é livre. |

Por fim, citaremos um resultado evidente que usa a nogao de classe de conjugacao com o estudo
de pontos fixos:

Proposicao 1.22. Seja G um grupo agindo em um conjunto X. Se g € G tem n (resp. infinitos)
pontos fizos em X, entdo todo elemento conjugado a g também tem n (resp. infinitos) pontos fizos
em X. U

A partir de agora, usaremos a notagao mais simplificada Gz = Orb,(z), consistente com a
notagao «a(g,r) = gz, introduzida anteriormente.

Proposicao 1.23. A funcio ¢ : G/G, — Gz dada por ¢(9G,) = gx estd bem definida e é uma
bijecao

Demonstracao. Para mostrar que a funcao estd bem-definida, mostraremos que gG, = hG, —
gr = hzx. Como gG, = hG, e e € G, temos que ge = g = ha, para algum a € G,. Dali,
gr = (ha)x = h(ax) = hx, pois a € G,.

A sobrejetividade é evidente. Para mostrar a injetividade, mostraremos que gr = hr =
gG, = hG,. Com efeito, se gr = hz, entdao h gz = z, donde h™'g € G,. Dai, h(h~'g) € hG,.
Por outro lado, h(h™lg) = g = ge € gG,, donde gG, e hG, se intersectam. Como sio classes de
equivaléncia, temos que gG, = hG,. |

A seguir, veremos alguns exemplos importantes.

Exemplo 1.1. Seja M um conjunto e Sym(M) o grupo de simetrias de M. FEntdo a fun¢ao
alf,x) = f(x) é uma agao de grupos. Note que esta agdo € transitiva, fiel mas nao livre (se M
tiver mais de um elemento). A orbita de todo elemento é M.

Exemplo 1.2. Subgrupos de Sym(G ) induzem uma a¢ao naturalmente através da restri¢ao da a¢ao
supracitada. No caso de G ser um grupo, hd alguns subgrupos relevantes. Enfatizo, por exemplo,
Aut(G) < Sym(G), de automorfismos de G. Hd também o dos automorfismos internos, Inn(G),
que serao vistos na prorima Secao.



Exemplo 1.3. Seja G um grupo. Hd uma ag¢ao canonica « : G x G — G dada por a(g, h) = gh.
Note que esta acao é simplesmente transitiva e a orbita de cada elemento é G

Exemplo 1.4. A semelhanc¢a do que foi feito no ultimo exemplo, podemos definir uma a¢ao andloga
em G\H. Nao iremos exigir que H seja normal, e portanto G\H deve ser visto apenas como
conjunto de cosets (esquerda ou direita, nao faz diferenga), e nao como um grupo (quociente).
Esta acao € transitiva.

1.7 Comutatividade

O objetivo desta secao é usar as ferramentas que ja temos para medir o quao abeliano um grupo
é. Comegaremos definindo o centro de um grupo (ou centralizador).

Defini¢ao 1.15. Seja G um grupo. O centro de G é o subconjunto de G definido por: Z(G) =
{z€G;zg =gz,Yg e G}. &

Em palavras, o centro de um grupo é o conjunto dos elementos que comutam com todos os
outros. Enfatizo que este conjunto nunca é vazio, pois contém sempre o elemento neutro de G.
Mais ainda:

Proposicao 1.24. Sejam G um grupo e Z(G) seu centro. Vale que Z(G) € um subgrupo normal
de G. O

Demonstrag¢ao. Suponha que z,y € Z(G). Quero provar que zy € Z(G). Para tanto, tome g € G
arbitrario. Pela associatividade, e como y € Z(G), xyg = zgy. Como x € Z(G), xgy = gzy.
Assim, (zy)g = g(xy). Pela arbitrariedade de g, resta-nos que xy € Z(G). Provaremos também
que x7 ' e Z(G). Ora, xg = gv = g =a"'gz = go~' = 271g. Concluimos que Z(G) é de
fato subgrupo de G.

Falta provar que Z(G) é normal. Ora, dados z € Z(G) e g€ G, gzg~ ' = g9 '2 = z € Z(G).
Isto completa nossa demonstracao. |

Como o leitor pode imaginar, enfatizar que o centro de um grupo é um subgrupo normal revela
que iremos tomar o quociente do grupo pelo centro em algum momento. O leitor esta correto.

Defini¢ao 1.16. Seja G um grupo. Dado g € G, a fungao ¢, : G — G definida por ¢,(h) = ghg™!
é chamada de automorfismo interno. O conjunto de todos automorfismo internos de um grupo GG
¢ denotado por Inn(G). Um automorfismo que nao ¢ interno é dito externo. [

Proposicao 1.25. Os automorfismos internos de um grupo G sao de fato automorfismos. Além
disso, Inn(G) € um subgrupo normal sob a operagdo de composi¢ao.

O



Demonstracao. Precisamos mostrar que, dado g € G, ¢, ¢ um isomorfismo. Primeiramente, vamos
mostrar que ¢q(zy) = ¢4(x)dy(y). De fato, por defini¢ao, ¢y(zy) = gryg™" = greyg™!, onde e é o
elemento neutro. Como g7 'g = e, ¢,(zy) = grg 'gyg™" = (929 ") (gyg™") = ¢4(x)dy(y). Agora
ja sabemos que ¢, se trata de um endomorfismo. S6 falta ver que ¢, ¢ uma bijecao. Seja y € G.
Tome z = g 'yg € G. Entao ¢,4(x) = y. De fato, ¢,(z) = g9 'ygg—1 = eye = y, e portanto ¢, é
sobrejetiva. Suponha agora que x # y. Entao gr # gy = gzg™ ' # gygt = ¢,(x) # ¢y(y),
donde ¢, ¢ injetiva e, portanto, um automorfismo.

Falta mostrar que Inn(G) é um grupo. Inicialmente, mostraremos que a operagao de composigao
estd bem definida neste conjunto. Seja ¢, e ¢, elementos de Inn(G). Note que ¢, 0 ¢, : G — G
é dada por z — ghxh~'g™' = (gh)x(gh)™' = ¢gn(z), donde ¢, 0 ¢, = ¢y € Inn(G). Automa-
ticamente temos que esta operacao é associativa, pois a composicao de fungoes o é. Afirmamos
que ¢, (onde e é o elemento neutro de GG) é o elemento neutro de Inn(G). De fato, como vimos,
Pg O e = Pge = g = qﬁeg ¢e © ¢g. Finalmente, dado ¢, € Inn(G), mostraremos que seu elemento
oposto é ¢y, onde h = g~*. Ora, ¢y 0 ¢, = ¢gn = ¢, 0 elemento neutro.

Por fim, seja N € Inn(G) e T € Aut(G), mostrarei que T-*NT € Inn(G). Ora por hipétese
) =

existe g € G tal que N(z) = g 'zg, donde (T"'NT)(x) = T~YN(T(z)) - (g_lT( )g) =
T g )T T (x))T(g), pois T é um homomorfismo. Assim, (T7'NT)(z) = (T~'(g)) 2T (g),
donde T-INT é interno. [ ]

Definigao 1.17. O quociente Aut(G)\Inn(G) é chamado de grupo de automorfismos externos e
denotado por Out(G)

Proposicao 1.26. Sejam G um grupo e Inn(G) o grupo de automorfismos internos de G. Entao
a fungao 0 : G — Inn(G) que associa a cada g € G o automorfismo interno ¢q, isto €, 6(g) = ¢y,
€ um epimorfismo. O

Demonstragao. Para provar que é um homomorfismo, basta ver que 6(gh) = ¢4 = ¢4 0 ¢ (a
ultima igualdade estd provada na demonstracao da proposigao 1.25). Ademais, por definigao de
Inn(G), temos que se f € Inn(G), entdo existe g € G tal que f = ¢, = 6(g), por defini¢do de 0. E
portanto, € é sobrejetiva. ]

Proposicao 1.27. Seja G um grupo. g € Z(G) < ¢, = ¢.. Em outras palavras, ker 0 = Z(G).
O

Demonstragio. g € Z(G) = ¢4(x) = grg™' = g97'z = x = exe™! = ¢.(x). Reciprocamente,

Pg = P = ¢g($):$,V$€G = grg =12 = gz =129, Vo ed.

A segunda afirmacao se prova com a seguinte sequéncias de desigualdades: ¢g € kerf) <«——
0(g) = p <= ¢, = <— g€ Z(G). |

A proposi¢gdo acima mostra que um elemento de G faz parte do centro se, e somente se o
homomorfismo 6 definido anteriormente o mapeia para a identidade (i.e. para o elemento neutro
de Inn(G)). Vemos entdo que, quanto mais abeliano um grupo é, maior é seu centro e mais
elementos sao mapeados por # para a identidade. Uma outra forma de ver isto é a seguinte: quanto
menos abeliano é um grupo, mais automorfismos internos existem (distintos da identidade). Desta



forma, o tamanho do centro de um grupo é “inversamente proporcional”ao tamanho do grupo de
automorfismos internos deste. A intuicao nos diz, entao, que deve existir uma certa relacao entre
G/Z(G) e Inn(G) e é precisamente isto que o coroldrio abaixo diz. Esta relacao é, na verdade, um
isomorfismol!

Corolario 1.27.1. G/Z(G) = Inn(Q). O

Demonstracao. Basta aplicar as Proposigoes 1.26 e 1.27 no Coroléario 1.13.1. Existird um isomor-
fismo 1 entre G/ker = G/Z(G) e Inn(G) dado por ¢(9Z(G)) = 0(g) = . |

1.8 Geradores

Antes de passarmos para a proxima definicao, convém lembrarmos que a interseccao arbitraria
de subgrupos de um grupo ainda é um subgrupo. Notamos também que o mesmo nao vale para
unioes de subgrupos.

Definicao 1.18. Seja G um grupo e X < G um subconjunto. O subgrupo de G gerado por X e
denotado por (X) é definido como:
Xy= (] S

S<G;XcS

O subgrupo gerado por X =0 é (X) = {e}.

&

Como a intersec¢ao arbitraria de subgrupos é subgrupo, temos automaticamente que (X) é
subgrupo de G.

Agora, trabalharemos para apresentar uma definicao equivalente de subgrupo gerado, comecando
com a defini¢ao de palavra:

Definicao 1.19. Sejam G um grupo e X < G um subconjunto nao-vazio. Um elemento de G é
dito uma palavra de X quando pode ser escrito como z;...x,, onde x; ou x; ' pertence a X, para
todo ¢ natural entre 1 e n. &

Isso nos da a seguinte:

Proposicao 1.28. Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Vale que (X) € o
conjunto de todas as palavras de X . U

Demonstragao. Seja W o conjunto de todas as palavras de X. E simples ver que W forma um
subgrupo. Mais trivial ainda é ver que este subgrupo contém X. Portanto, (X) < W, por
definicao. Reciprocamente, seja w € W arbitrario. Dado um subgrupo S que contém X, por ser
em particular um grupo, é fechado com relacao a operagao de grupo e de elemento oposto. Como
w é justamente formada por elementos de X (e portanto de S) e seus elementos inversos, entao



teremos w € S. Pela arbitrariedade de w e S temos que W esta contido na intersecao de todos os
subgrupos que contenham X. Isto é, W < (X). |

Definigao 1.20. Seja G um grupo e X < G. Se (X) = @G, dizemos que X gera G e que os
elementos de X sao geradores de G. Se existe algum X finito que gera G, dizemos que G é
finitamente gerado. &

Definigao 1.21. Seja G um grupo. Se existir x € G tal que G = (x), dizemos que G é um grupo
ciclico. &

Definicao 1.22. Seja G um grupo e x € G um elemento. Entao a ordem de x é definida como a
ordem do grupo {x). &

Proposicao 1.29. Seja G um grupo. x € G tem ordem infinita se, e somente se todas as poténcias
de x sao distintas (pela proposi¢ao anterior (1.28), o conjunto das poténcias de x empata com {x)).

0

Demonstragao. Se todas as poténcias de x sdo distintas, (x) é obviamente infinito. Reciproca-
mente, iremos provar a contra-positiva. Isto é, supondo que existam poténcias iguais, digamos
™ = 2!, provaremos que {(z) é finito. Sem perda de generalidade, consideremos m > [. Entao
teremos que ™! = eq. Dai, o conjunto dos naturais tais que ¥ = e é nao vazio. Pelo principio
da boa ordenacao, podemos achar o menor natural que valha a igualdade. Denotaremos este natu-
ral por n. Pelo algoritmo da divisao, tomando um inteiro m qualquer, podemos reescreve-lo como
m=mng+r,com0<r<n-—1 Entao 2™ = (2")? + 2" = (eq)? + 2" = 2", 0 que mostra que
() ={eq,x,...,x" '}, donde = tem ordem finita. |

Corolario 1.29.1. Se G € um grupo finito, entao, dado x € G, existe um inteiro positivo n tal
n —1
que " = x 7. O

Demonstragdo. Basta ver que, como G é finito e como (x) < G, devem existir m, [ tais que 2™ = .

Pelo que foi falado na demonstragio da proposigao, concluiremos que (x) = {eg, ¥, ..., x"~1}. Como
! e (x), segue a assercao. |

Coroldrio 1.29.2. Se G € um grupo finito, vale que {x) é o conjunto cujos elementos sio da

forma z$...x5r, com €; = 0, para todo i. O

Ln

1.9 Grupos Livres

Definigao 1.23. Sejam F' um grupo, X um conjunto nao-vazio e ¢ : X — F uma funcao. Entao
(F,o) é dito livre em X se, para todo grupo G e toda fungao o : X — G, existir e for inico um
homomorfismo g : F' — G tal que o = S o o.

L3

Esta definicao pode parecer muito estranho a uma primeira vista. Gastaremos um tempo
buscando uma intuicao para ela. Para tanto, faremos uma analogia com espacos vetoriais.



A base de espaco vetorial possui uma caracteristica singular. Qualquer transformacao linear
fica unicamente determinada uma vez que se sabe o valor que esta assume nos elementos de
uma base. Isto significa que ha a total liberdade de escolhermos os valores da transformagao
nos vetores da base, sem correr o risco de chegar numa inconsisténcia. Isto se deve ao fato
de que os vetores de uma base nao satisfazem relagoes desnecessérias, s satisfazem as relacoes
impostas pela definicao de espaco vetorial. Este fato é sinonimo do fato de que os vetores sao
linearmente independentes. Por exemplo, se os vetores u, v, w satisfizerem a relacao de dependéncia
2u + v + 3w = 0, entdo nao podemos escolher arbitrariamente os valores de uma transformacao
linear T'(u), T'(v), T(w) sem corrermos o risco de sermos contraditérios. T'(u), T(v), T(w) devem
necessariamente satisfazer a mesma relacao. Agora, basta trocarmos “espaco vetorial” por grupo
e “transformacao linear”por homomorfismo. Assim, um grupo F' é livre sobre um conjunto de
geradores X se qualquer homomorfismo de dominio F' fica unicamente determinado pelos valores
que assume nos elementos de X (que podem ser escolhidos “livremente”). Isso é andlogo a X ser
uma base de F. Ser “livre”significa que os elementos de X sao “livres”de relagoes desnecessarias,
isto é, que nao aquelas impostas pelo fato de F' ser grupo.

A principal diferenca reside no fato de que todo espaco vetorial possui uma base, enquanto

> > Y
que nem todo grupo é livre sobre algum conjunto de geradores. Quanto um grupo é livre, entao é
possivel tracar um analogo de “dimensao”no caso de espacos vetoriais, e que é chamado de posto.

Esta questao possui algumas facilidades de ser tratadas no caso de grupos abelianos. Isto
decorre do fato de que um grupos abelianos podem ser vistos como moédulos sobre Z, isto €, sao
“quase” espacos vetoriais. Dai, um grupo abeliano livre de posto n é isomorfo a Z".

Note que, implicitamente, esta discussao supos que X < F. Na verdade, esta suposicao nao
é exatamente injustificada. Sempre que um grupo for livre em um conjunto X, ha, no minimo,
uma cépia de X dentro de F, que difere no méaximo pela natureza dos elementos. Formalmente, a
funcao o : X — F ¢é injetiva:

Proposicao 1.30. Se G ¢ um grupo livre em X, entdo a funcao o : X — F da definicao € injetiva.
O

Demonstracao. Sera por absurdo. Suponha que ¢ nao é injetiva. Entao existem zi,x5,€ X
distintos tais que y = o(x1) = o(xg). Tome G = {g1, g2} composto de dois elementos distintos e
uma fungao o : X — G tal que a(x;) = g1 e a(xs) = go. Tomemos [ tal que oo = «, que existe
pela defini¢ao de grupo livre. Entretanto, (5o 0)(x1) = B(o(z1)) = B(o(x2)) = (Boo)(x2), 0 que
é um absurdo, pela definicao de a. [

Nao é dificil ver, a partir dai, que F' seria livre também em Imo, substituindo o pela funcao
inclusao ¢ : Imo — F, donde todo grupo livre é livre sobre algum subconjunto. E possivel
mostrar que Imo gera F'. Mais que isso, um outro aspecto importante sobre um grupo ser livre
é que F' ¢é, em certo sentido, o “maior” grupo que Imo pode gerar. Enunciaremos o teorema sem
demonstra-lo, pois a demonstragao possui diversos detalhes técnicos chatos, apesar de que a ideia
da demonstracao ¢é simples, e sera dada.

Proposicao 1.31. Seja X um conjunto nao-vazio. Entao existe um grupo F' e uma fun¢ao o :
X — F tal que (F,0) € livre em X e F = (Imo) O



A demonstracao é completamente por construcao. Primeiro, devemos tomar um conjunto X —1,
disjunto a X e com a mesma cardinalidade, de forma que a cada elemento de X, corresponderemos
um de X ! para cumprir o papel de seu elemento inverso. Dai, tomaremos o conjunto S de todas as
palavras (isto é, sequéncias finitas de elementos) de X U X 7!, sendo que a palavra “vazia” cumprird
o papel de identidade. O produto de duas palavras é definida como a concatenacao delas e o inverso
se faz trocando cada elemento da palavra pelo seu inverso e invertendo também a ordem. S é quase
F. Temos que fazer apenas mais um ajuste. Do jeito que construimos, palavras como x~'za, zz 'a
e a sao diferentes uma da outra, enquanto que num grupo, elas seriam iguais. O resto do trabalho
agora se reduz a unir palavras assim formando classes de equivaléncia, definindo operacoes da
forma natural, provando que tudo esta bem definido e de fato forma um grupo. F' sera o conjunto
das classes de equivaléncia.

Por fim, deve-se provar que a fungdo o : X — F por o(x) = [z] faz de (F,0) livre. Dada
uma funcdo o : X — G, construamos primeiro uma funcéo 5 : S — G, do conjunto de todas as
palavras, mapeando uma palavra ...z, para ¢...g,, onde g; = a(z;). E f4cil ver que elementos
na mesma classe de equivaléncia serao mapeados para o mesmo elemento em G, donde definimos
B:F — G por B([w]) = B(w). E facil mostrar que tal 8 se torna um homomorfismo.






Capitulo 2

Topologia

2.1 Definicoes Basicas

Definigao 2.1. Sejam (X, 7) um espago topolégico e S < X. Um ponto p € S é dito ser um
ponto de aderéncia se toda vizinhanca de p possui um elemento de S. Dizemos que é um ponto de
acumulagdo (ou ponto limite) se toda vizinhanga possui um elemento de S que néo seja o préprio

p- [ )

Note que todo ponto de acumulagao é um ponto de aderéncia, mas nao vale a volta. Em alguns
lugares aparece uma outra definicao de ponto de acumulacao, geralmente usada com sequéncias:
um ponto p geralmente é dito de acumulagao para a sequéncia (z,) se toda vizinhanga de p contém
infinitos elementos da sequéncia. Veremos mais adiante que este é o caso quando assumimos
uma hipotese bem fraca sobre o nosso espaco. Antes, veremos uma equivaléncia que nao assume
nenhuma hipétese. Usaremos o fato bem conhecido que um conjunto é fechado se, e somente possui
todos seus pontos de acumulacao.

Proposicao 2.1. Seja S € X um conjunto. Entdo S € fechado e discreto se, e somente se, nao
possut pontos de acumulacao.

Demonstracao. Suponha que S tenha ponto de acumulagao. Entao, como S é fechado, este ponto
pertence a S. Por sua vez, este fato impede que S seja discreto. Reciprocamente, se S nao fosse
discreto, conteria um elemento que seria ponto de acumulacao de si mesmo. Além disso, como um
conjunto ¢ fechado se, e somente se possui todos os seus pontos de acumulagao, um conjunto que
nao possui pontos de acumulagao é automaticamente fechado [ |

2.2 Axiomas de Separacao

Muitas propriedades nao valem para todos espacos topoldgicos, mas valem para todos os espacos
topoldgicos de interesse. Isso da origem a sistemas de classificacao de espacos topoldgicos. Um

29



sistema de classificacao bastante 1til refere-se a possibilidade de separar pontos ou conjuntos do
espaco com abertos, e cada tipo de espaco é geralmente denotado por T seguido de um ndmero.

Definigao 2.2. Um espago topolégico T (ou Kolmogorov) é um espago tal que, dados dois pontos
quaisquer, pelo menos um deles tem uma vizinhanca aberta que nao contém o outro.

Um espaco topologico 77 é um espago tal que, dados dois pontos quaisquer, ambos possuem
uma vizinhanga aberta contendo ele e nao o outro. [

O dltimo é também chamado de Frechet, mas este uso nao é recomendado pois “espaco de
Frechet”é algo completamente diferente em analise funcional, e é o significado mais usual do nome.
Veremos uma importante propriedade de espacos 7T'1.

Proposicao 2.2. Dado um espago topologico Ty, um ponto p € de acumulagao de S se, e somente
se, toda vizinhanca aberta de p possui infinitos pontos de S.

O

Demonstracao. A volta é direta. Reciprocamente, suponha, por absurdo, que exista S < X, p
ponto de acumulacao de S e V' vizinhanca aberta de p tal que V' n S é finito. Para cada ponto
desta interseccao, seja U; a vizinhanca aberta de p que nao contém z. Tal vizinhanca existe pelo
fato de estarmos num espago Ty. Tome agora U = (| U;, que é uma intersecgao finita de abertos,
donde U ¢é uma vizinhanca aberta. Ora, U NV ainda ¢ uma vizinhanga aberta de p que, entretanto,
nao possui nenhum ponto de S, o que é um absurdo pois p é de acumulacao |

Um espago ser Ty é o mesmo de ser Hausdorff. Enfatizo que ser Hausdorff é geralmente o minimo
que geralmente se pede de um espaco topoldgico, principalmente em geometria. A proposicao a
seguir sintetiza algumas propriedades importantes dos espacos Hausdorft:

Proposicao 2.3. Seja X um espacgo topologico Haudorff. Entio, se K < X ¢é compacto, K
¢ fechado. Além disso, se X € compacto, todo subconjunto fechado de X também ¢é compacto.
Também, o limite de uma rede é unico se, e somente se, o espaco for Hausdorff. O

Um espago T3, ou regular, ¢ um espago onde, para qualquer ponto e qualquer subconjunto
fechado, ha abertos disjuntos contendo cada um deles. Um espaco T}, ou normal, é analogo ao T3,
com a diferenca que a definicao usa dois conjuntos fechados no lugar de um ponto e um conjunto
fechado. Todo espago métrico é normal (portanto todo espago topolégico metrizavel também).

2.3 Bases e Subbases

Definigao 2.3. Seja (X,7) um espaco topologico. Um conjunto B < 7 é dito uma base da
topologia 7 se todo aberto de 7 pode ser escrito como uma uniao de elementos de B. Isto é:

YU € 7,3A, < B;U = U A
AEA)\



A proposicao seguinte sera bem 1util nesta segao.

Proposicao 2.4. Seja (A;) uma familia de conjuntos. Entao, existir uma subfamilia (Ay) tal que
U = J Ay € equivalente a dizer que, para todo x € U, existe X tal que v € Ay < U. 0

Demonstracao. A ida é bem direta. Para a volta, para cada = € U, tome A, tal que x € A, < U,
que existe por hipétese. Entao, U < | JA, < U, pois A, < U para todo =, donde temos a igualdade
entre os conjuntos. |

E ela nos fornece de forma direta uma equivaléncia para a definicao de base.

Proposicao 2.5. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um conjunto B < T € uma base de T se, e
somente se, para todo U € T e todo x € U, existe V € B tal que x € V < U. 0

Veremos agora que uma base nao pode formar topologias diferentes

Proposicao 2.6. Seja 7 uma topologia sobre X e B uma base de 7. Se B é uma base de o, entao
T=o0. 0

Demonstracao. Provaremos que 7 < ¢ e o outro lado seguira por simetria. Tome U € 7. Como B
é base de 7, U = | JA) com A, € B, para todo A\. Mas B também ¢é base de o, e ai, por defini¢ao,
todo elemento de B é elemento de 0. Em particular, Ay € o para todo A\. Como ¢ é uma topologia,
¢ fechada por unides arbitrarias. Em particular, U = [ J A\ € o, como querfamos demonstrar. W

Apesar de uma base determinar univocamente uma topologia, uma topologia nao determina
univocamente uma base, isto é, uma mesma topologia pode ter mais de uma base diferentes, o que
pode ser facilmente verificado com a construcao de exemplos.

Note que, até agora, sempre estamos supondo que um conjunto é base de alguma topologia, ou
seja, estamos tomando bases a partir de topologias “prontas. Entretanto, podemos considerar o
problema andlogo: construir topologias a partir de bases. Entretanto, dado um conjunto X, nem
todos os subconjuntos de P(X) podem ser base de alguma topologia. Com efeito, tome o conjunto
X ={1,2,3} e B = {{1,2},{1,3}}. Suponha que B seja a base para alguma topologia 7 de X.
Entao {1,2} e {1,3} sdo abertos desta topologia. Como a intersecgao de abertos é aberto, {1} é
um aberto desta topologia. Sendo B uma base, {1} pode ser escrito como uma uniao de elementos
de B, o que é um absurdo.

A seguir, veremos um critério necessario e suficiente para que um subconjunto do conjunto das
partes de um conjunto seja base para alguma topologia.

Proposicao 2.7. Seja X um conjunto e B < P(X). Entdo, existe alguma topologia T tal que B
¢ base de T se, e somente se:
JA=X

AeB

E também, dados U,V e B exeU NV, existe W e B tal quexe W (UnV). O



Demonstragao. Suponha que uma tal topologia exista. Como B < P(X), é ébvio que [ JA < X,
basta provar a outra continéncia. Como 7 é topologia, X € 7, e al existe alguma familia de
elementos de B, (A,), tal que | JAx = X, em particular X < | J A\, que por sua vez estd contido
na uniao de todos os elementos de B. Além do mais, como B é base de 7, dados U,V < B, U,V
sao abertos de 7. Como topologias sao fechadas por interseccoes finitas, U n V' é um aberto de
7, € podemos aplicar a proposicao 2.5 para mostrar que, dado z € U n V, existe W € B tal que
reWc(UnV).

Reciprocamente, seja B < P(X) satisfazendo as propriedades citadas. Seja 7 a colegao de
todas as unioes arbitrarias de conjuntos de B. Mostrarei que 7 é uma topologia e ai seguird a
existéncia que queremos mostrar, por construgao.

Em primeiro lugar, ¢ € 7 pois é a uniao de uma familia vazia de elementos de B. Além disso,
X € 7 pois a uniao de todos os elementos de B é X, por hipdtese. Em segundo lugar, se temos
uma uniao arbitraria de elementos de 7, cada elemento é, por definicao, uma uniao arbitraria de
elementos de B, o que nos dd uma colegao arbitraria de familias, (F;). Tomando a familia formada
pela unidao, F = F;, é facil ver que a uniao de elementos de B indexada por F nos da a uniao
arbitraria de elementos de 7, e seguira que a uniao esta em 7.

Por fim, provaremos que a interseccao de dois elementos de 7 estd em 7 e uma inducao nos

permitird estender o resultado para intersegoes finitas. Sejam U,V € 7. Entao existem familias
I,J tais que U = |JU; e V = JV;. E facil verificar que:

i J ,J

Como ja provamos que 7 é fechada por unioes arbitrarias, basta mostrar que C' n D € 7 para
C, D € B. Sabemos que para x € C'n D, existe W € B tal que z € W < (Cn D). A proposigao 2.4
mostra entao que existe uma familia de elementos de B cuja uniao é C'n D, donde CnDe7r. R

Enfatizo o fato evidente que um conjunto ser fechado por intersec¢oes (duas a duas) implica
na segunda condi¢ao para que seja base de alguma topologia, e temos que uma condi¢ao suficiente
para tal é um conjunto cobrir o espaco e ser fechado por intersecgao.

E comum dizermos que a topologia formada pela uniao arbitraria de elementos de uma base,
essa que construimos na demonstragao anterior, é a topologia gerada pela base. Vale fazer algumas
observagoes pertinentes a essa topologia. A primeira é que, pela proposicao 2.4, isso equivale a
topologia cujos abertos sao os conjuntos U tais que, para todo elemento = pertencente U existe um
elemento B da base tal que x € B < U. A demonstracao usando esta definicao fica mais legivel,
tente refaze-la.

Em segundo lugar, demonstramos o seguinte:

Proposicao 2.8. Se B ¢ base de alguma topologia, o conjunto formado pelas unices arbitrdrias
de elementos de B € uma topologia. ([l



Pela unicidade estabelecida na proposicao 2.6, concluimos que se um certo conjunto é base de
uma topologia, esta topologia é necessariamente o conjunto formado pelas unioes arbitrarias de
elementos da base, e nao ha outra topologia diferente que este conjunto continue sendo base.

Em terceiro lugar, o modo como se escreve os abertos da topologia, como unioes arbitrarias de
elementos da base, nao é unico. Isto faz o conceito de base na topologia ser diferente daquele da
algebra linear, onde todo vetor é escrito de maneira inica como combinacao linear dos vetores da
base.

Por 1ultimo, veremos agora se esta terminologia, “topologia gerada pela base”, é consistente
com o significado mais familiar de “gerado”.

Para tanto, dado um conjunto X e um subconjunto B < P(X), diremos que a topologia gerada
por B, denotando-a por (B), é a intersecgao de todas as topologias de X que contém B. Neste caso,
dizemos que B é uma subbase para a topologia (B). O exercicio simples de que esta intersecgao
estd sempre bem definida e é uma topologia é deixada ao leitor, juntamente com as propriedades
faceis: (i) Ac B = (A) c (B) e (ii) ((B)) = (B). Uma maneira equivalente de definir seria
dizer que (B) é a menor topologia que contém B. Esta topologia é tinica pois coincide com a
interseccao de modo que um conjunto define unicamente uma topologia de qual é subbase, mas
uma topologia pode ter mais de uma subbase.

Observagao util: todas as coisas do paragrafo anterior continuam valendo trocando a palavra
“topologia”’ por “o=élgebra”’ (com excegao da nomenclatura “subbase”) ou alguma outra estrutura
semelhante.

Notamos que, diferentemente do conceito de base, qualquer conjunto é uma subbase de alguma
topologia.

Veremos agora em quais casos uma subbase de uma topologia também ¢é base dela. Como ja foi
observado, se B ¢é arbitrario, o conjunto de todas as unioes de elementos de B nao necessariamente
é uma topologia, enquanto que (B) sempre é, donde podemos ver de antemao que nao vale a
igualdade entre os conceitos neste caso. Entretanto, a proposi¢ao seguinte garante a igualdade
dada uma hipotese fraca.

Proposicao 2.9. Sejam X um conjunto, B < P(X) e T o conjunto de todas as unioes arbitrdrias
de elementos de B. Se T é uma topologia, entao (B) = 1, isto €, se B € base de T, entao B também
é subbase de T. OJ

Demonstracao. Evidentemente, B < 7. Como 7 é uma topologia, pela definicao de topologia
gerada por um conjunto, (B) — 7. Reciprocamente, se U € 7, U é a uniao de alguma familia de
elementos de B. Como B < (B) e topologias sao fechadas por unioes, tem-se que U € {(B). |

Sintetizando varios dos resultados provados neste se¢ao, concluimos que se B é base de alguma
topologia, essa topologia é a formada por unides arbitrarias e B também é subbase.

Analisemos agora a reciproca, isto é, B é base de (B)7 J4 vimos que ha conjuntos que nao sao
base de nenhuma topologia, entao isso naturalmente nao pode ser verdade. E se soubermos que B
é base de alguma topologia?



Proposicao 2.10. Sejam X um conjunto e B < P(X) base de alguma topologia. Entio B € base
de {B), isto €, se ele gera, ele € base. O

Demonstragao. Seja T atopologia de qual B é base, que existe por hipétese. Por defini¢ao, (B) < 7.
Obviamente, B < (B). Além disso, seja U € (B). Entao U € 7. Como B é base de 7, U pode ser
escrito como uma uniao de elementos de B. Dada a arbitrariedade de U, temos que B ¢é base de
(B). |

Os dois resultados acima indicam que, se B é base de alguma topologia, entao B gerar uma
topologia e ser base dela sao equivalentes.

Temos ainda:

Proposicao 2.11. Seja B < P(X) e T o conjunto de todas as unides de elementos de B. Entao
vale que (B) ={T) O

Vale que (B) < (T') pois evidentemente B < T. Além disso, como topologia é fechada por
unides arbitrarias, T'c (B) = (T) < {(B)) = (B), onde usamos propriedades citadas anterior-
mente.

Por fim, discutiremos um pouco mais sobre a defini¢ao de subbase, que pode variar ligeiramente
entre autores.

Ja discutimos que B é subbase de 7 se, e somente se, (1) 7 é a menor topologia que contém B,
que equivale a dizer que (2) é a interseccao de todas as topologias que contém B. Outra maneira de
definir é de que (B) (3) sao todas unides arbitrarias de todos os conjuntos que podem ser formados
tomando intersecgoes de um nimero finito de elementos de B, que por sua vez é equivalente a (4)
o conjunto que consiste de todas as interseccoes de um nimero finito de elementos de B ¢é base de
(B). Para definir destas duas ultimas maneiras, devemos usar a convengao de que uma intersecgao
indexada por um conjunto vazio dé o espaco todo, X, a fim de que X € (B). Caso esta conven¢ao
nao for adotada, (3) e (4) deixam de ser equivalentes as anteriores e passa a ser necessario fazer
adaptagoes para que sejam. Uma maneira de consertar seria, por exemplo, dizer que o conjunto
que consiste de todas as intersecgoes finitas de elementos de B juntamente com X forma uma base
para {B). Por fim, muitos autores costumam ainda supor que B cobre X, a fim de evitar que haja
confusao com relagao a convengao citada. Esta ultima definicao nao é equivalente as anteriores de
modo geral. Entretanto, supondo que o espaco é T'1, as definigoes voltam a ser equivalentes.

Proposicao 2.12. Seja (X, 7) um espago topolégico T'l que contenha dois ou mais pontos. Entao,
se B € uma subbase de T, B cobre X O

Demonstracao. Provaremos que se B é subbase de 7 mas existe x ¢ | J B, entdao 7 nao é 1.

Seja I’ o conjunto de todas as interseccoes finitas de elementos de B, sem contar a interseccao
“vazia”. Entao, dado A € I, existe U € B tal que A c U < {z}¢, donde x ¢ A, para todo A € I'.
Seja agora I = I' U {X}. O tnico elemento de I que contém z é X. Sabemos que I é base de T,
donde todo elemento de 7 pode ser escrito como uniao de elementos de I. Suponha que X nao
esteja nesta uniao, entao é Obvio que a uniao resultante nao tera x. Por outro lado, se X tiver,



a uniao resultante serd o préprio X. Assim, o tnico elemento de 7 que possui x é X. Como X
tem no minimo dois elementos por hipotese, seja y € X com y # x. Entao, nao ha nenhum aberto
contendo x e nao contendo y, donde 7 nao é 77, como queriamos demonstrar. |

2.4 Sistema de Vizinhancas e Base Local

Seja X é um espaco topoldgico. O sistema de vizinhangas para = € X, denotado por V(x) é o
conjunto de todas as vizinhancas de z. !. Para os mais familiarizados, um sistema de vizinhancas
forma um filtro (isto é, nao tem o vazio, tem o todo, é fechado por interseccoes finitas e se um
conjunto contém algum conjunto do filtro, ele também esta no filtro).

Uma base para vizinhangas de = ou base local de z é um subconjunto de V(z) tal que toda
vizinhanga de x contém um elemento da base. Em espagos métricos, o conjunto {B(x,1/n),n € N}
¢ uma base local para x.

2.5 Construcoes Usuais

2.5.1 Topologia Final e Inicial

Nesta se¢ao abordaremos, primeiramente, formas tipicas de construir topologias, como inicial, final,
quociente e produto. As duas primeiras podem ser consideradas mais importantes pois é possivel
definir as outras em termos delas.

Estas construcoes, do tipo “topologia inicial’e “topologia final’sao muito comuns na ma-
temadtica, principalmente no que se refere a uma algebra de conjuntos. Prova disso é o conceito de
o—algebra inicial e final. Devido ao fato deste tipo de construcao ser tao comum e tao semelhante
nos diversos casos, antes de partirmos para as definicdes formais, generalizaremos informalmente
esta construcao para estruturas quaisquer onde esta faz sentido.

Sejam A e B conjuntos e f : A — B. Se pudermos construir uma “estrutura”’a partir de
B (por “estrutura”, pode-ser ler topologia, o—algebra ou outros), digamos B, entdo f induzira
naturalmente uma “estrutura’em A, chamada de “estrutura’inicial e definida como A := f~!(B).
A “estrutura”inicial é a menor estrutura que torna a funcao f um “morfismo”entre (A, .A) e (B, B).
(Por morfismo, pode-se ler fungao continua no caso de topologia ou fungdo mensuravel no caso
de o—4lgebra). Isto pode ser generalizado se tivermos uma familia de espagos (B;, B;) e fungoes
fi - A — B;. A estrutura inicial vai ser a menor estrutura que torna a funcao f um morfismo entre
(A, A) e (B;, By), Vi. Entretanto, em geral ndo basta tomar pré-imagens.

Se, por outro lado, tivermos uma “estrutura’a partir de “A”e ndao em B, entdao f pode in-
duzir naturalmente uma “estrutura’em B chamada de “estrutura”final e definida por B := {Y <
B; f71(Y) € A}. Esta é a maior “estrutura’em B que torna f um “morfismo”entre (4, A) e (B, B).

INeste texto, vizinhanca é um conjunto qualquer que contém um aberto



Novamente, o conceito pode ser estendido para uma familia de espacos mas também se torna mais
adequado definir como maior estrutura que torna todas as fungoes morfismos e nao a definicao
com pré-imagens.

Passemos as defini¢oes formais para o caso especifico de topologia.

Definigao 2.4. Sejam X um conjunto, (Y;, 7y,) uma familia arbitraria de espagos topolégicos
indexadas por I e (f;) uma familia de fun¢oes indexadas pelo mesmo conjunto tal que f; : X — Y},
para todo ¢ € I. Entao, a topologia inicial induzida por (f;)ier ¢ definida como a menor topologia

que torna todas (f;) continuas. &
No caso de apenas um contradominio, isto coincidird com a topologia 7x = {f; *(U),U €
TYZ.,Z. € I}

Definigao 2.5. Sejam (X;, 7x,) uma familia arbitraria de espagos topolégicos indexadas por [ e
(f;) uma familia de fungdes indexadas pelo mesmo conjunto tal que f; : X; — Y, para todo i € I.
Entao, a topologia final induzida por (f;)ic; é definida como a maior topologia que torna todas as
funcoes continuas

&

No caso de apenas um dominio, isto coincidird com a topologia 7y := {U < Y; f; H(U) € 7x,,i €
I}.

Como foi dito, estas definicoes nos permitirao manejar melhor outras, como o conceito de
topologia induzida, quociente e produto, apresentados ambos a seguir.

2.5.2 Topologia Induzida e Quociente

Definigao 2.6. Seja (X, 7) um espago topoldgico e S < X. A topologia induzida por 7 em X é
definida por 75 := {S " U,U € 7}. &

Proposicao 2.13. Seja (X, 7) um espago topoldgico e S < X. Entdo (1) a topologia induzida em
S corresponde a topologia inicial induzida pela fungao inclusaoi: S — X, i(x) =xz; (2) f:Y — S
¢ continua se, e somente se foi € continua; (3) Se f: X —Y € continua, entao f|S também é;
(4) Se f: X =Y € continua, entio f: X — f(X) com f(X) herdando a topologia induzida de Y
também € continua. (5) Se B € base para X, entio Bs := {B n S; B € B} é base para a topologia
de S. O

Demonstragao. (1) A topologia inicial induzida por ¢ é justamente i~'(7). Mas é facil ver que
i"Y(U) = U n S, o que conclui a prova. (2) Considere a seguinte sequéncia de equivaléncias:
f:Y — Aécontinua < f~1(U) é aberto, para todo aberto U = S <= f~}(V n S) é aberto,
para todo aberto V. X <= (io f)}(V) é aberto, para todo V < X aberto — iof:Y — X

¢é continua.

(3) Basta ver que f|S = f o4, que é composigao de fungoes continuas.



(4) Segue de (2), uma vez que i o f é continua, com i sendo a inclusao de f(X) em Y.

(5) Seja U um aberto de S e p € U. Entao existe V aberto de X tal que U =V n S. Como V
é aberto, existe Be Btal quepe BcV,dondepe BnScVnS=U. [ |

Relembremos alguns conceitos que serao importantes para a definicao de grupo fuchsiano.

Definigao 2.7. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dado um subconjunto S < X, z € S é dito
ponto isolado se existe um aberto U € 7 tal que S n U = {x}. Se todo ponto de S é isolado, S é
chamado de conjunto discreto. [

Proposicao 2.14. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um subconjunto S < X € discreto se, e
somente se a topologia induzida por T em S for a topologia discreta de S (isto €, todo subconjunto
de S estiver na topologia). 0J

Demonstragao. Suponha que S é discreto. Dado x € S, tomemos U, tal que U, n S = {z}. Dali,
{x} sdo abertos da topologia induzida, por defini¢do. Como topologias s@o fechadas por unides
arbitrarias, segue que todo subconjunto de S é aberto e portanto a topologia induzida empata com
a topologia discreta de S. Reciprocamente, suponha que a topologia induzida em S seja a discreta.
Entao, dado x € S, {z} € 75. Ora, pela defini¢ao de topologia induzida, h& de haver um aberto U
de 7 tal que S " U = {z}, donde x é isolado. Pela arbitrariedade de x, segue que S é discreto. W

Definigao 2.8. Sejam (X, 7x) um espago topoldgico e ~ uma relacdo de equivaléncia em X.
Entao o espaco quociente de (X, 7x) por ~ é definido como (Y, 7y) onde Y = X/ ~, isto é,
Y ={[z] ={ve X;v~}ze X} eonde 7y = {U = Y;Upeplz] € 7x}- &

Em um certo sentido, a topologia do espago quociente ¢ mais “grossa”’. Primeiro, note que,
se um certo conjunto é um aberto do espaco quociente, entao também é um aberto do espago
original, (“abrindo”as classes de equivaléncia). Por outro lado, a topologia quociente exclui os
abertos que possuem elementos sem possuir toda a classe de equivaléncia deste elemento. (lembre-
se que, no espago quocientado, um elemento e sua classe de equivaléncia se confundem). Um
exemplo facil é o seguinte. Considere o plano com a topologia usual. Considere a relagao de
equivaléncia que quocienta o plano em linhas verticais, isto é, dois pontos estao na mesma classe
de equivaléncia se, e somente se suas abscissas forem iguais. Uma faixa do plano sem a fronteira é
um aberto tanto do plano quanto do espaco quociente. Entretanto, bolas abertas nao sao abertos do
espaco quociente pois este conjunto nao contém nenhuma classe de equivaléncia, isto é, nenhuma
linha vertical, deixando de fazer sentido falar até mesmo que esse conjunto é subconjunto do
espaco quociente. De certa maneira, podemos dizer que a topologia quociente é a maior topologia
“contida”’na topologia usual e que os abertos facam sentido para o espago quocientado. FEsta
afirmagao pode ser rigorosamente expressa na seguinte proposicao:

Proposicao 2.15. Sejam (X, 7x) um espago topolégico e (Y,7y) o espaco quociente de (X, Tx)
por uma relagao de equivaléncia ~. Seja q : X — Y a projecao canonica de ~, isto €, a func¢ao
que mapeia um elemento x € X na sua respectiva classe de equivaléncia [x] € Y. Entdo 7y empata
com a topologia final induzida por q. 0

Demonstracao. Seja F a topologia final induzida por q. Tome U < Y. Temos que U[Z]eU[x] =
{a € X;a € [z], para algum [z] € U} = {a € X;[a] € U}. De fato, se a estd no segundo conjunto,



entdo [a] € U. Em particular, existe [z] € U tal que a € [z], a saber, [x] = [a]. Se, por outro
lado, a estd no primeiro conjunto, entao existe [x] € U tal que a € [z]. Por outro lado, pelo
fato de serem classes de equivaléncia, temos que [a] = [z]. Assim, [a] € U e portanto a estd no
segundo conjunto. Pois bem. Com isso em maos, para completarmos a prova basta considerarmos
as seguintes equivaléncias: U € F < ¢ (U)ety = {re X;qx)eUlerx <= {xc€
X;lz]eUtery = Uperlrlex = Uenmny. [

2.5.3 Topologia Produto e das Caixas

Nosso objetivo agora é de definir uma topologia para o produto cartesiano de espagos topoldgicos.
A forma mais natural seria a de considerar a topologia gerada pelo conjunto de todos os produtos
cartesianos de abertos de cada topologia. Esta construcao de fato existe, é chamada de topologia
das caixas e é bastante adequada para o produto cartesiano de um numero finito de espagos.
Entretanto, ela passa a nao se tornar mais tao adequada no caso de um produto infinito, como
veremos adiante. Uma construcao melhor é chamada de “topologia produto”. Esta topologia
empata com a topologia das caixas no caso finito, e é mais adequada no caso infinito. A topologia
produto é sempre mais “grossa” (isto é, possui um nimero menor de abertos) do que a topologia
das caixas. Passemos as defini¢oes formais.

Definigao 2.9. Seja (X, 7;)ic; uma colecao arbitraria de espagos topoldgicos. O espago produto
desta colegao é definido como (X, 7) tal que

X = X X;

el

e 7 ¢ a topologia inicial induzida pela familia de fungoes 7; : X — X, onde 7; sao as projegoes
canonicas. &

Para que 7; seja continua, é necessario e suficiente que 7T]-_1(U ) seja aberto, para todo U € ;.
E facil ver que 7rj’1(U) = X U;,onde U; = X;set1 # jeU; =U. Conjuntos desse tipo sao
chamados de cilindros abertos. Assim, para eu todas as projecoes sejam continuas, é necessario
que 7; 1(U;) esteja na topologia, para todo U; € 7; e todo 4. Dizer entdo que a topologia produto
é a menor topologia que torna as projecoes continuas significa dizer que é a menor topologia que
contém todos os cilindros abertos. Em outras palavras, a topologia produto ¢é a topologia gerada
pelos cilindros. Ou ainda, topologia produto é a topologia cuja sub-base é o conjunto S = |JS;,
S;={XUyi=j = Uer,i+j — U = X;}. JAvimos que o conjunto das intersecgoes
finitas de elementos de uma sub-base forma uma base. E facil ver que a interseccao de finitos
elementos de § é um produto cartesiano X U; onde U; # X; apenas para um ntumero finito de 1,
nos quais U; € ;. Tais elementos sao chamados de caixas aberto e o conjunto de todos eles serao
denotados por B, que é base da topologia produto. Assim, poderiamos definir topologia produto
equivalentemente como a topologia gerada pela base B.

Vale mencionar que a construcao da topologia produto é andlogo a muitas outras construgoes
“produto”na matematica.



Vamos, agora, comparar um pouco a topologia produto com a das caixas. Em primeiro lugar,
note que B = {X U;,U; € 7;} é base de alguma topologia, pois X € B’ e B’ é fechado por
interseccoes, ja que:

(X ) (X V)= XUnv

E fécil ver que para produtos cartesianos finitos elas coincidem. Vejamos agora que para
infinitos nao coincidem. Seja RY o conjunto das sequéncias infinitas enumerdveis de niimeros reais.
O conjunto (0,1)Y é obviamente aberto na topologia das caixas, mas serd que o é na topologia
produto? suponha que sim. Entao este conjunto é uma uniao arbitraria de elementos de B. Nao
pode ser uma unido vazia pois o conjunto nao é vazio. Assim, existe B € B tal que B < (0,1)Y,
pois os conjuntos que compoem uma uniao estao contidos nela. Por definicao, B é um produto
cartesiano com infinitos termos iguais a R. Mas é um absurdo que um conjunto tal esteja contido
em (0, 1)N.

Depois de termos visto que as topoldgicas de fato sao diferentes, daremos o principal motivo
pelo qual a topologia produto é mais interessante:

Proposigao 2.16. Seja f : X — XY; uma funcao tal que f(x) = (fi(z)), com f; : X — Y.
Se XY estiver munido da topologia produto, vale que f € continua se, e somente se todas f; sdo
continuas. 0

Tal resultado nao vale se trocarmos a topologia produto pela topologia das caixas.

2.6 Conexidade

Proposicao 2.17. Um conjunto conexo por caminhos € conexo. Um conjunto aberto e conexo €
conexo por caminhos. 0

Proposicao 2.18. Uma uniao arbitraria de conjuntos conexos com pelo menos um ponto em
comum € conexa 0

Proposicao 2.19. Se A c B c cl(A) e A € conexo, entio B € conexo. Em particular, o fecho de
um conjunto conexo € conexo. ([l

2.7 Recobrimentos

Definigao 2.10. Seja X um espago topoldgico. Um recobrimento de X é um par (Y, p) tal que
Y é um espaco topologico e p : Y — X é uma funcao continua sobrejetiva tal que, para cada
x € X, existe uma vizinhanca aberta U de z tal que p~'(U) é uma unido disjunta de abertos em Y,
cada um dos quais é homeomorfo a U por p. Um recobrimento é dito universal se é simplesmente
conexo. &



Vale que o recobrimento universal é recobrimento de qualquer recobrimento conexo de X.



Capitulo 3

Grupos Topoldgicos

Um grupo topoldgico é s6 um conjunto que possuem tanto estrutura de grupo quanto de espaco
topoldgico e, além disso, estas estruturas conversam bem entre si. (especificamente, as operagoes
de grupo s@o continuas).

Defini¢ao 3.1. Uma tripla (G, +,7) é dita um grupo topolégico se (G, +) é um grupo, (G,7) é
um espago topoldgico e se as fungdes + : G x G — G e — : G — G tais que +(g,h) = g+ h e
—(g) = —g sao continuas, onde entende-se implicitamente que G' x G estd munido com a topologia
produto. )

Proposicao 3.1. G é um grupo topoldgico se, e somente se, a funcao f : G x G — G definida por
f(g,h) = gh™! € continua. O

A demonstracao segue de fatos basicos sobre continuidade de fungoes e sobre a topologia pro-
duto.

Proposicao 3.2. Seja G um grupo topoldgico e seja V. uma vizinhanca de e. FEntdo eziste uma
vizinhanca W de e tal que p~tq €V, para todos p,qe W. O

Demonstragdo. Para ver isso, considere a fungao f : G x G — G dada por f(p,q) = p~'q. Pela
proposi¢ao 3.1, f é continua. Assim, f~'(V) é uma vizinhanga de (e,e). Por isso, e pelo fato
do produto cartesiano de abertos ser base da topologia produto, temos (e, e) € VizV, < f~1(V).
Assim, basta tomar W =V} n V4 |

Dado g € G, G grupo topoldgico, nao é dificil ver que a funcao mgy(z) : G — G definida por
mgy(x) = gx é uma bijecdo continua, sendo my-1 sua funcéo inversa (também continua). Assim,
mgy ¢ um homeomorfismo, para todo g € G. Dados z,y € G arbitrérios, entao m,-1,(x) = y, o que
indica que o grupo de homeomorfismos de um grupo topoldgico é transitivo Isto é, qualquer ponto
de GG é topologicamente semelhante a qualquer outro ponto. Espagos topoldgicos que gozem desta
propriedade sao comumente denominados espacos homogéneos. Mas esta denominagao também
¢ usada para um espago métrico em que o grupo de isometrias aja transitivamente sobre ele.
Como isometrias sao homeomorfismos, é facil ver que todo espago métrico homogéneo é um espago
topoldgico homogeéneo, se a topologia é induzida pela métrica.
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Uma consequéncia de um espaco topoldgico ser homogénea é de que toda vizinhanca é homeo-
morfa a alguma vizinhanca do elemento neutro:

Proposicao 3.3. Seja G um espago topologico, g € G e U uma vizinhanca aberta de g. FEntao
existe V' wvizinhanca aberta de e (elemento neutro) tal que U e V' sao homeomorfos. 0

Demonstracao. Considere a funcao my como definida acima. Seja V' := m;l(U ). E facil ver que
V' de fato é uma vizinhanga aberta de e. Pela bijetividade de m,, vale que m,(V) = U. Defina
entdo f : V — my(V) = U por f(z) = my(z). f serd um homeomorfismo. E facil ver que f serd
bijetiva e continua, por ser restricao de funcao continua, e também ¢é facil ver que f~! é restricao

;' =mg-1, continua, donde f~! é continua. |

de m

Esta semelhanca entre as varias partes de um grupo topoldégico permite-nos encontrar um
critério mais simples para decidir se um grupo ¢é discreto, basta ver se apenas um elemento é
isolado.

Proposicao 3.4. Sejam G um grupo topologico, H um subgrupo de G e g € H. Entdo H € um
subgrupo discreto se, e somente se, g for um ponto isolado de H.

O

Demonstragao. Se H é discreto, segue trivialmente que existe g isolado (tome por exemplo a
identidade) Por outro lado, seja U um aberto tal que U n H = {g}. Tome h € H arbitrério e tome
o homeomorfismo mgy,-1. Note que mg,-1(h) = g, donde V := mg_hl_l(U) ¢ uma vizinhanca aberta
de h. Mostraremos, agora, que V n H = {h}. Seja x € V n H. Pela definigdo de V', temos que
mgp-1(x) = gh™'x € U. Por construgdo, gh~'z € H, donde devemos ter gh™ 'z = my-1(z) = g
necessariamente, por hipétese. Entretanto, como mg,-1 € bijetiva e mgy-1(h) = g, devemos ter
necessariamente h = x, portanto A é um ponto isolado. Pela arbitrariedade de h, concluimos que
H ¢é um subgrupo discreto. ]

Corolario 3.4.1. Seja G um grupo topologico. Entao G € discreto se, e somente se, existir um
aberto da topologia contendo apenas um elemento do grupo. 0

Demonstracao. Se G é discreto, obviamente havera abertos contendo apenas um elemento. Por
outro lado, suponha que {g} é um aberto, para algum g € G. entdo g é um ponto isolado de G,
donde G é discreto, pela proposicao. [

Lema 3.5. Seja G um grupo topologico T'l e H um subgrupo discreto de G. Entao H é fechado.
O

Demonstracao. Iremos provar que H contém todos os seus pontos de aderéncia, por absurdo. De
fato, suponha que exista um x no fecho de H e que nao estd em H. Entao x é um ponto de
acumulacao de H. Como o espaco é T'1, toda vizinhanca de x possui infinitos elementos de H.
Acharemos, entretanto uma vizinhanca de x cuja interseccao com H é unitaria.

Tome V uma vizinhanca de e cuja interseccao com H é unitdria, e que existe pelo fato de H
ser discreto. Além do mais, tome também uma outra vizinha W de e de tal modo que p~'qge V,



Vp,q € W. Tal vizinhanca existe pela proposicao 3.2. Provaremos que xW é a vizinhanca de
x desejada. Primeiro, é claro que tal conjunto é uma vizinhanca de x pelo fato de W ser uma
vizinhanca de e e como escélio da proposicao 3.3. Mostrarei que W n H é unitario. Tome dois
pontos de W n H, digamos zw; e zwy. Entdo (zw;)~!(zws) = wy'wy. Como H é fechado pela
operacao, devemos ter w; ‘w, € H. Por construcao, temos também w; 'w, € V. Pela escolha de V/,
devemos ter necessariamente w; 'w, = e, e portanto w; = ws, donde Tw; = Tw,, como queriamos
demonstrar. |






Capitulo 4

Alguns Grupos de Matrizes

4.1 O grupo SL(2, R)

O leitor ja deve saber que SL(2, R) é o subgrupo de GL(2,R) das matrizes com determinante
1. Entretanto, ha um jeito elegante de definir nao apenas este conjunto, mas também tratar do
caso geral SL(n,K), K um corpo arbitrario', e que ainda nos d4 de graca o fato de SL(n,K)
ser um grupo. Para tanto, note que podemos pensar no determinante como um homomorfismo
det : GL(n,K) — K* onde K* := K\{0} é tratado como grupo multiplicativo, uma vez que
det(MN) = det(M)det(N). Com efeito, o determinante serd um epimorfismo. Definimos entao
SL(n,K) := ker(det) e o fato de ser um grupo vem diretamente da proposigao 1.2. Uma aplicagao
do coroldrio 1.13.2 nos informa que hé um isomorfismo entre K* e GL(n, K)\SL(n,K).

Geometricamente, podemos pensar em SL(n,R) como o conjunto das transformacoes lineares
de R™ que preservam area orientada.

Pois bem, nesta secao estudaremos algumas propriedades algébricas e topoldgicas do grupo
SL(2, R). Por exemplo, a decomposi¢ao de Iwasawa, além de nos fornecer um conjunto gerador
para SL(2, R), nos permitird ver que este grupo é homeomorfo ao produto de um circulo pelo
semiplano, que implicara que o mesmo grupo é homeomorfo ao produto de um circulo pelo plano,
ou de um circulo por um disco, que corresponde a um toro sélido sem a casca.

O primeiro passo, entdo, é definirmos uma topologia para SL(2,R). O jeito usual de definir
topologia num grupo de matriz qualquer M, (X) sobre um espago topolégico X é de identificar
um elemento de M, (X) com um elemento de X™. Se X for métrico, podemos induzir uma
métrica em M, (X) de maneira andloga. Assim, a topologia de SL(2,R é a mesma do conjunto
{(a,b,c,d) € R ad — bc = 1}.

SL(2,R) é um grupo de Lie conexo, ndo-compacto, de dimensao 3

!Na verdade, para a maioria dos resultados deste capitulo, é possivel generalizar ainda mais para o caso de um
anel comutativo.
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4.2 Grupos Projetivos

Grupos projetivos sao uma classe de grupos muito importantes para nossos propédsitos. Por isso, e
por serem pouco familiares para muitas pessoas, decidimos escrever uma secao especialmente para
introduzir os conceitos por tras deles.

Grupos projetivos sao, em geral, grupos quocientes de grupos de matrizes, sendo os mais
importantes os grupos PGL(n,K) e PSL(n,K), onde K é um corpo.

A motivacao por detras dos grupos projetivos vem, como o préprio nome sugere, da geometria
projetiva. Ingenuamente, podemos pensar que na geometria projetiva, uma transformacao multi-
plicada por um escalar é idéntica a transformagcao original. Isto é, transformacoes que s6 diferem
por multiplicacao de escalar sao iguais, o que nos leva a querer criar classes de equivaléncia e tratar
uma transformagao do espaco projetivo como todo um conjunto de transformacoes que agem da
mesma forma.

O mesmo fenomeno ocorre com um grupo de transformacoes conhecido como transformacoes
de Mébius. Estas transformagoes sdo muito importantes para a analise complexa (por ser o grupo
de automorfismos da esfera de Riemann) e para a geométrica hiperbdlica (pois alguns de seus
subgrupos estao ligados a grupo de isometrias de modelos do espago hiperbdlico).

Convém conhecermos um pouco sobre as transformacgoes de Mobius para motivarmos o estudo
dos grupos projetivos, uma vez que acreditamos ser de mais facil compreensao que geometria
projetiva (e mais tteis para os nosso propdsitos).

Veremos com mais detalhes na proxima secao que, em geral, uma transformagao de Mobius é
uma func¢ao da forma:

az+b
cz+d

—

Com a,b,c,d € C e ac — bd # 0. Veremos também que estas fungoes formam um grupo,
denotado por Mob(C). Este grupo é bastante parecido, no formato de suas operagoes, com alguns
grupos familiares de matrizes. De fato, um calculo direto nos mostra que:

Proposicao 4.1. A func¢io 0 : GL(2,C) — Mdb(C) que mapeia:

a b az+b
c d cz+d

E um epimorfismo

Em particular, esta proposicao nos diz que as composi¢ao de transformagcoes e suas as inversas
possuem coeficientes que coincidem com os coeficientes da multiplicacao e inversa das matrizes
associadas. Entretanto, # nao se configura como um isomorfismo, pois 0(AM) = (M), Y\ € C\{0}
e VM € GL(2,C). De fato:



). <a b) _ ()\a )\b) = (Aa)z + (Ab) _ Alaz +b) az+b
c d Ac A (Ae)z+ (Ad)  Mez+d)  ecz+d
Eis uma situacao em que convém tratar um conjunto de matrizes que diferem apenas por
multiplicacao de escalar como uma coisa so, justamente pela estrutura de uma transformacao de
Mébius. Como ja comentamos (e como era de se esperar), faremos isso quocientando o grupo de
matriz em questdo. Mas quocientar com qual subgrupo (normal)?

A escolha mais natural para os nosso propositos seria usar o proprio nicleo de 6, que ja sabemos
ser um subgrupo normal (proposigao 1.7), e é o que de fato faremos, a principio:

Proposigao 4.2. O nicleo ker 6 é o conjunto {\I, A € K*}. O

Demonstragio. E 6bvio ver que o niicleo contém esse conjunto, pois O(AL)(z) = (Az)/A = z, que é
a identidade. Reciprocamente, se 8( M) for a identidade, entdao (M) = z = az+b = z(cz+d) =
2 +dz = ¢z’ + (d—a)z — b= 0. Como esta fungao deve ser zero para todo z, entao deve-se
ter b=c=0ea=d,isto é amatriz é M = all, como gostariamos. Note que a nao pode ser zero
pois al € GL(2,C) < a #0 |

Esta escolha, entretanto, depende da existéncia de um tal €, e, em contextos mais gerais, pode-
se querer construir os grupos projetivos sem depender de homomorfismos especificos. Tratarei
sobre o que é feito nesses casos: sabemos que o centralizador de um grupo é um subgrupo normal
(proposigao 1.24). Mas serd que, neste caso, quocientar com o centralizador resultaria no resultado
desejado? Em outras palavras, o centralizador de GL(n,K) é o conjunto de “transformacoes
escalares” A\lL,,, A € K*? A resposta é sim!

Note que K* := K\{0} e multiplicar uma matriz por um escalar é o mesmo que multiplicar por
essas “transformacoes escalares”.

Proposicao 4.3. O centralizador Z(n,K) do grupo GL(n,K) € o conjunto {\l,,, A € K*}. O

Assim, para n arbitrdrio e K um corpo qualquer, o resultado anterior nos motiva a seguinte:

Definigao 4.1. O grupo linear projetivo PG L(n, K) é definido como o grupo quociente GL(n, K)\Z(n, K).
&

Para o caso especifico de n = 2 e K = C, sabendo que ker =

Z(2,C), pelo Primeiro Teorema
de Isomorfismos (1.13.1), ganhamos de graca que PGL(2,C) =~ M&b(C)

Enquanto que a definigao de PGL é relativamente unanime entre os autores (alguns quocientam
com o nucleo de um homomorfismo especifico, ou nao chamam a atencao para o fato do conjunto
ser centralizador... mas o conjunto sempre é o mesmo), a definicdo de PSL possui duas defini¢oes
(realmente) diferentes, embora os grupos resultantes sejam isomorfos.

Na definicdo que seguiremos, somos motivados a quocientar dessa vez o grupo SL(n,K), de
uma maneira parecida com a que fizemos para o grupo GL(n,K), de modo que o grupo quociente



resultante herde de SL a propriedade de que seus elementos tenham determinante 1. Mais espe-
cificamente, queremos que cada elemento de PSL seja uma classe de equivaléncia com todos os
elementos tendo determinante 1 e que difiram apenas pela multiplicacao por um escalar.

Na outra definicao, simplificadamente, PSL seria formado por classes de equivaléncia de ele-
mentos que podem ter determinante 1 ao serem multiplicados por um escalar adequado. E, portanto,
nao seria um quociente de SL. Veremos mais para frente o que seria.

Mais uma vez: na nossa definicao, PSL serd um grupo cujos elementos sao classes de equi-
valéncia contendo apenas matrizes de determinante 1. Na definicao alternativa, PSL seria o
grupo cujos elementos sao classes de equivaléncia contendo matrizes que podem ter determinante
1 ao serem multiplicadas por um escalar, ou seja, classes de equivaléncia que contém algum ele-
mento de determinante 1. A possibilidade de multiplicar a matriz por um escalar de modo que
seu novo determinante seja 1 depende do corpo considerado. Veremos que, quando tratamos
do corpo dos complexos, isso sempre é possivel. Assim, na definicio alternativa, valeria que
PGL(n,C) = PSL(n,C). Esta igualdade nao se verificard entretanto na nossa definigdo, sendo
substituida por um isomorfismo.

Dada a motivagao do que queremos que PSL seja, acabara que nossa definicao sera parecida
com a do PGL. A tunica diferenga é que devemos quocientar por um subgrupo de S L, nao podendo
ser, portanto, Z(n,K) completamente. Quocientaremos, portanto, pelo grupo SZ(n,K) := Al, n
SL(n,K) que é um subgrupo normal por (proposi¢ao 1.8).

Definigao 4.2. O grupo linear especial projetivo PSL(n,K) é definido como o grupo quociente
SL(n, K\SZ(n,K). &

Vejamos como seria a cara do grupo PSL(2,C), a titulo de exemplo. O grupo SZ(2,C) é o
grupo das matrizes Al com determinante 1. Ora:

A0) o
det(0 )\)—)\

E entdao queremos que A2 = 1, que s6 ¢ possivel caso A = 1 ou A\ = —1. Explicitamente isso
nos da SZ(2,C) = {I, I} e os elementos de PSL(2,C) sdo parzinhos da forma {M,—M}, com
M e SL(2,C). Analogamente, temos também que os elementos de PSL(2,R) sao parzinhos da
forma {M,—M}, com M € SL(2,R).

Em especial, a identidade de PSL(2, C) seria entao o parzinho {I, —I}, que claramente nao pos-
sui 2 como elemento, apesar de que 2[ é elemento da identidade de PGL(2,C), que é exatamente
Z(2,C). Isso mostra que PGL(2,C) # PSL(2,C), definitivamente.

Agora, para atingir o objetivo da definicao alternativa, teriamos que definir PSL(n,K) como
a imagem de SL(n,K) pela aplicacdo quociente q : GL(n,K) — PGL(n,K). Esta aplicagao ¢
manda cada matriz de GL no respectivo conjuntinho de PGL que a contém.

Definicao 4.3. O grupo linear especial alternativo PSL * (n,K) ¢ definido como {¢(M), M €
SL(n,K)}, onde ¢ : GL(n,K) — PGL(n,K) é a aplicagdo quociente. &



A identidade de PSL = (2,C) é entao q(I) = Z(2,C), que, em particular, contém o elemento
2[. Nao apenas isso mas, mais geralmente, temos PGL(n,C) = PSL * (n,C). A prova deste fato
usa violentamente o fato que C é algebricamente fechado, o que motiva o seguinte resultado:

Proposicao 4.4. PGL(n,K) = PSL * (n,K) se, e somente se K possui a raiz n—ésima de todo
elemento. OJ

Lembrando que M6b(C) é isomorfo a PGL(2,C), o que a proposigao anterior esta nos dizendo
é que é possivel escrever qualquer transformacao de Mobius de modo que ad — bc = 1. De fato,
basta dividir em cima e embaixo por v/ad — bc.

Resumo da opera:

Proposigao 4.5. Méb(C) ~ PGL(2,C) = PSL+(2,C) =~ PSL(2,C) O

O que acontece porém, com PSL «(2,R), uma vez que R ndo possui raiz quadrada de nimeros
negativos? Qual é o conjunto ¢(N) com N € SL(2,R)? Em outras palavras, quais sao as matrizes
M tais que det(AM) = 1, para algum \ € R?

Afirmo que M néo pode ter determinante negativo. De fato, det(AM) = A\?det(M). Como
A é real, A\? s6 pode ser positivo, e se fosse det(M) < 0, terfamos det(AM) < 0, para todo
A, nunca podendo ser igual a 1. Reciprocamente, todas as matrizes de determinante positivo
sdo equivalentes a alguma matriz com determinante 1, bastando multiplicar por 1/4/det(M), de
forma que PSL = (2,R) é o conjunto de classes de equivaléncia que contém apenas matrizes de
determinante positivo. Podemos entao definir M6b, (R) como o conjunto das transformacoes de
Mébius a coeficientes reais tais que ad — be > 0 e valerd que Mob,(R) = PSL = (2,R), donde
qualquer transformacao de Mobius assim pode ser escrita de modo que ad — be = 1.

H& uma vantagem na nossa definicao com relagao a alternativa: com ela, é mais natural estender
o conceito de trago para grupos projetivos e transformagoes de Mobius. Seja g € PSL(2,K) com
K =R ou R. Entao g = {M,—M}, com M € SL(2,K. Assim, se definimos o trago de g como
o traco das matrizes que o compde, a fun¢ao nao estard bem definida, pois tr(—M) = —tr(M).
Entretanto, as funcoes tr?(g) e Tr(g) = |tr(g)| estdo, o que nao seria o caso se usdssemos a
definicao alternativa. O trago de uma transformacao de Mobius 1" corresponde entao ao trago do
elemento de PSL(2, K) correspondente.

Como os grupos projetivos que estamos lidando sao quocientes de espagos topoldgicos, muni-
los-emos com a topologia mais adequada: a topologia quociente. Esta topologia ¢, em geral,
metrizavel e a préxima proposigao nos fornecerd uma métrica possivel para o caso de PSL(2,R),
e que nos sera util adiante.

Proposicao 4.6. Sejam [M] = {M,—M} e [N] = {N,—N} elementos de PSL(2,R). A métrica
definida por d([M],[N]) = min{d(M,N),d(M,—N)} induz a topologia de PSL(2,R). O
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Capitulo 5

Transformacoes de Mobius

5.1 Nocoes de Analise Complexa

5.1.1 A Esfera de Riemann

H& algumas vantagens em usar o corpo dos nimeros complexos. Uma delas é de que os complexos
sao algebricamente fechados. Outra, é de que uma fungao que é diferenciavel uma vez em um
dominio! é diferencidvel infinitas vezes neste dominio e, para todo ponto dele, podemos escrever
a funcao como uma série de poténcias convergente em uma determinada vizinhanca do ponto
(sao as chamadas fungdes holomorfas ou analiticas). Duas desvantagens dos complexos sdo: nao
poder dividir por zero e C nao ser compacto (e portanto poder haver sequéncias sem nenhuma
subsequéncia convergente). Estas duas desvantagens podem ser ambas dribladas acrescentando oo
aos complexos. Este novo conjunto serda chamado de plano complexo estendido, e denotado por
C := C U oo. Para os leitores preocupados, a natureza do elemento oo nio importa - a principio,
pode tomar qualquer objeto que nao pertenca a C.

Proposigao 5.1. Seja S = R? a esfera unitdria de centro em (0,0,0). A projecdo estereogrdfica
7:52/(0,0,1) — C € um homeomorfismo. O

Demonstracao. A projecao estereografica é dada por:

— z Y
+ d
T(2,y,2) 11—~ 21 > (5.1)

Para ver que a projecao é continua, basta ver que cada uma das funcoes coordenadas sao
continuas (nunca se tem z = 1).

Falta ver que a funcao inversa é continua. Para tanto, achemos agora uma expressao para esta.
Definindo u := Re(7) e v := Im(7), temos:

INeste capitulo, dominio serd sinénimo de aberto conexo, quando subentendido pelo contexto.
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u2+02+1_x2+y2+(1—z)2 2+t 1-22
B (1—2)? (1—2)?

Como (x,y,2) € S%, 22 +y* + 22 = 1 e daf:

2—2z2 2
2 2
1= =
u” + vt + 1—22 1-=

Por (1), temos que:

—u(l—2) = -
— r=ull =2 = o T T

1—=2

Analogamente:

B 2v
(R
Para achar z em funcao de u e v, veja que:
2 2 2
2 .2
u +vT+ 1= = 1—2z= =1-
1—2z u?+v?+1 u? +v?+1
u+ 0P+ 1-2 u? 4+ 02 —1
_— Z = =
u? 02 +1 u? +v2 +1
Com isto, chegamos finalmente que:
2,2
7w, v) = 2u 7 2v ,u +v° -1 (5.2)
w42+ 1w +02+ 1w +02 41

Que é evidentemente continua pois cada funcao coordenada é continua. |

Podemos construir uma bije¢do 7 : S? — C estendendo 7 de forma que 7(0,0,1) = 0. A
semelhanca entre C e S? se estende também para a topologia, por isso os dois objetos costumam
ser identificados e costumamos chamar C de esfera de Riemann.

Definiremos a topologia de C como as imagens por 7 de abertos de S?, e teremos:

Proposicao 5.2. © é um homeomorfismo. 0



Demonstragao. Seja A um aberto de C. Quero mostrar que 7~ '(A) é aberto de S?. Ora, por
definicao de aberto em C, existe B aberto de S? tal que A = 7(B). Como 7 é uma bijegao,
7Y A) = 7~ Y(m(B)) = B, que é aberto de S?. Esta provado que 7 é continua.

Agora, dado B aberto de S%, quero provar que 7-!(B) é aberto de C, onde 7 ¢ a fungao inversa
de m. Ora, a imagem inversa da fungao inversa de uma fungao, coincide com sua imagem direta,
donde 771 (B) = 7(B), que é aberto por defini¢ao. |

Corolario 5.2.1. C ¢ compacto O

Demonstracao. S? é compacto e C é a imagem de S? sob . Como 7 é homeomorfismo, em parti-
cular é continua. Como a imagem de compactos por fungoes continuas é compacto, a proposi¢ao
segue. [

Proposicao 5.3. Todo aberto de C ou é wm aberto de C, ou é o complementar de um compacto
de C unido com oo O

O processo que acabamos de fazer é o caso particular de uma técnica mais geral conhecida como
compactificacao de espagos topoldgicos (mais especificamente, compactificacio de Alexandrov).

Sobre a aritmética, definimos: oo 4+ z = o para todo z € C, bem como para z = . Se z # 0,
entdo zoo = oo (mesmo se z for infinito). As operagdes o0 — 0 e 0o ficam indeterminadas e
portanto a esfera de Riemann nao se configura como um corpo.

Ao transformar o plano complexo na esfera de Riemann, podemos nos perguntar o que acontece
com os conceitos que estamos familiarizados no plano usual. Ja vimos algumas coisas sobre como a
continuidade é generalizada, mas e quanto a analiticidade? Recorde que existiam algumas funcgoes
que tinham tudo para ser analiticas em todo o plano e isso s6 nao era possivel pois em alguns
pontos ela nao estava bem-definida. Por exemplo, a fungao 1/z. Agora, faz sentido falarmos no
valor desta funcéo em z = 0. De fato, esta funcio, vista como de C — C, serd analitica em todo
seu dominio.

De forma mais geral, o conceito gerneralizado de analiticidade sera muito similar a um outro
conceito que ja podia ser estudado no plano: o de meromorfismo. Uma fungao era dita meromorfa
se era analitica em seu dominio, com excecao de um conjunto discreto de pontos onde ela possuia
singularidades do tipo polo. Como pode ser induzido a partir do exemplo que demos, singularidades
desse tipo nao serao mais um problema para néds, e portanto fungoes meromorfas irao satisfazer os
critério de analiticidade na esfera de Riemann.

Analisemos com um pouco mais de cuidado as condigoes da definicao de meromorfismo. A
condicao de que as singularidades devem ser isoladas é fruto do teorema bem conhecido que funcoes
analiticas que dao o mesmo valor num conjunto com ponto de acumulacdo sao constantes. Assim,
se f tiver um conjunto nao discreto de singularidades, 1/f teria um conjunto nao discreto de zero,
e portanto ou seria identicamente zero ou nao seria analitica. 1/f ser identicamente nula faria
com que f nao estivessem bem definida em lugar nenhum, e portanto 1/f nao seria analitica, de
forma que f nao merece o titulo de meromorfa. Agora que estamos no plano estendido, o teorema
acima citado continuard valendo, entao é possivel que uma fungao analitica tenha um conjunto



nao discreto de “singularidades”, mas agora ela vai ser identicamente infinito (caso contrario nao
serd analitica).

Por fim, a restricao de que as singularidades sejam pdélos é muito mais importante. Se a
singularidade for removivel, nao temos nada com o que nos preocupar, mas se for essencial, entao
o limite da fungao para z tendendo ao ponto da singularidade nao existird, mesmo na esfera de
Riemann! Se o limite nao existe, nao ha nenhuma esperanca quanto a funcao ser continua, e muito
menos quanto a ela ser analitica. Assim, analiticidade na esfera é bastante intercambiavel com
meromorfismo.

Assim como holomorfismo no plano implicava em continuidade, a proposicao seguinte nos
garante que:

Proposicao 5.4. Se f € analitica em C, entio f é continua em C 0

Diferentemente do que ocorria com fung¢oes holomorfas no plano, agora sera possivel achar uma
forma fechada para o conjunto de todas as funcgoes analiticas:

Teorema 5.5. Uma funcdao de C para C € analitica se, e somente se € uma funcdo racional [

E além disso:

Proposicao 5.6. Uma funcio racional f : C — C ¢ injetiva se, e somente se for composta por
polinomios de grau igual a 1. O

O conjunto das funcdes analiticas em C forma um corpo C(z). Este corpo possui um subcorpo
isomorfo a C (o das fungoes constantes) e portanto, C(z) pode ser considerado uma extensao de C

5.1.2 Circulos e Retas

Nesta segao, iremos generalizar os conceitos de circulos e retas em dois sentidos. O primeiro se
refere ao tratamento para dimensoes arbitrarias. O segundo tem a motivacao de tratar circulos e
retas de maneira unificada, de maneira que seremos capazes de pensar numa reta como um circulo
de raio infinito.

Note que uma reta, no plano, é um subespaco afim de dimensao 1. No espaco tridimensional,
o analogo a uma reta seria um plano, que é um subespago afim de dimensao 2. Feitas estas
observagoes, parece razoavel dizer que a generalizacao da reta num espago n—dimensional é um
subespaco afim de dimensao n — 1. A diferenca entre a dimensao de um subespaco e o espaco que
o contém ¢é chamada de codimensao. Assim, um hiperplano é um subespaco de codimensao 1.

Antes de tratarmos do caso afim, tratemos do caso linear. E um resultado bem conhecido
de algebra linear que o complemento ortogonal de um subespago de dimensao n — 1 num espago
n—dimensional serd um subespaco de uma dimensao, isto €, gerado por um vetor. Assim, qualquer
subespaco de dimensao n — 1 pode ser visto como complemento ortogonal de um vetor nao-nulo.



Assim, um subespaco de codimensao 1 equivale ao conjunto {v € V;{(p,v) = 0}, para algum p nao-
nulo. Levando em consideracao o produto interno usual, um subespaco é o conjunto de vetores
(21, ..., T,) tais que:

arx1+ ... +apx, =0

Onde (aq,...,a,) = p. Para duas dimensodes, recuperamos a equagao da reta que passa na
origem: ax + by =0 < y = —(a/b)x.

Temos ainda que um subespaco afim é um conjunto de pontos que seria um subespaco se todos
os pontos fossem subtraidos por um mesmo vetor, a fim de passarem pela origem. Isso nos diz que
um hiperplano é o conjunto de vetores: {v € V;{(v—w),p) =0} = {ve V;{v,p) —{w,p) = 0} =
{veV;<{v,p) = b}, com b= (w,p). Isso nos leva a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.1. Um hiperplano em R™ é o conjunto de pontos x que satisfaz p-x = b, com p € R"

e b escalar. &

Em outros termos, um hiperplano é o conjunto de pontos que satisfaz:

Ty + ... + apx, =b

Que recupera a equagao geral da reta: ax + by = ¢ < y = —(a/b)x + ¢/b e a equagdo do
plano: az + by + cz = d.

Vamos agora unificar os conceitos de reta e circulo em C. Ora, ja vimos que uma reta no plano
é o conjunto de pontos que satisfaz ax + by + ¢ = 0 para a, b, ¢ reais. Escrevendo z,y em termos
de z = x + iy e seu complexo conjugado, temos que uma reta no plano complexo é o conjunto de

pontos que satisfazem:
Yo v (L) re=0
al=(z+2 —(z—=z c=
2 21

Rearranjando, temos:

Bz+ "2 +¢c=0

Com ( = (a —ib)/2. (Verifique!)

Por outro lado, um circulo no plano complexo tem a forma |z — 2| = r%. Podemos reescrever

esta relagao no formato: (z — zo)(z — 20)* =1 = (2 — 20)(2* — 2¢) = r2.

= 22" — 2z — 22t + 225 — 12 =0



Tomando 8 = —z% e ¢ = 2zt — 12, a equagdo acima se escreve:

228+ Bz + %2 +c=0

Sabendo que multiplicar a equagao da reta e do circulo por um escalar nao-nulo nao altera o
conjunto de pontos que sao solucao, temos que ambas se apresentam na forma azz*+pGz+5*2*+v =
0, onde uma reta ocorre quando o = 0 e um circulo ocorre caso contrario. Isso nos motiva a seguinte
defini¢ao:

Definicao 5.2. Um circulo no plano complexo é o conjunto de pontos que satisfaz a seguinte
equacao:

azz*+ Pz+ 2" +v=0
Com «, vy reais.

Esta definicao entra em conflito com a definicao usual de circulo, mas a distincao sera clara
pelo contexto.

5.1.3 Conformalidade

Intuitivamente, uma transformagao conforme é uma transformacao que preserva angulos orien-
tados. Um jeito de tornar esta ideia um pouco mais rigorosa é dizer que, para qualquer ponto e
quaisquer duas curvas que cruzam este ponto, o angulo orientado entre os vetores tangentes a estas
curvas ¢é igual ao angulo (orientado) dos vetores tangentes as curvas que sao imagem das curvas
originais.

Um critério equivalente mas um pouco mais simples é de que uma transformacao é conforme
quando sua jacobiana, a cada ponto, ¢ uma constante positiva vezes uma matriz ortogonal de
determinante 1. A razao para isto ficara mais clara na subsecao 6.2.3.

Um conceito relacionado é o de transformacao que preserva angulo mas reverte orientacao, em
alguns lugares chamada de indiretamente conforme ou algo assim. Uma tal fungao teria como
jacobiana, a cada ponto, um multiplo nao necessariamente positivo de uma matriz ortogonal.

Para o caso especifico de uma funcao analitica, as condi¢oes de Cauchy-Riemann garantem que
qualquer funcao holomorfa seja conforme, desde que sua derivada nao seja nula.

5.2 Definicao e primeiras propriedades

Defini¢do 5.3. Uma funcdo 7' : C — C é dita ser uma Transformacio de Mdbius se existem
a,b,c,d e C com ad — bc # 0 tais que:



az+b
cz+d

Vz e C. &

Note que é necessario que a funcao tome valores nos complexos estendidos, para estar bem
definida (pelo menos se ¢ # 0), caso contrario terfamos um pélo em —d/c.

E facil ver que as transformacoes de Mdbius formam um grupo sob a operagao de composicao.
Entretanto, para que isto seja verdade, torna-se relevante o fato de ad — bc # 0, como segue
da proposi¢ao 5.7. Este grupo serd denotado por Méb(C). J4 vimos brevemente este grupo na
secao 4.2. Recomendo fortemente a leitura desta secao antes da presente, mas relembrarei que os
principais fatos sdo: 1) Mob(C) = PSL(2,C). Em particular, os coeficientes da composigao sao
dados pelos coeficientes da multiplicacio das matrizes associadas?; e 2) qualquer transformacao
de Mobius pode ser escrita de modo que ad — be = 1. Assim, a partir de agora, ao considerarmos

uma transformacao de Mdbius, podemos assumir implicitamente que seus coeficientes satisfazem
ad — be = 1.

Proposicao 5.7. Seja T : C — C dada por:

az+b
cz+d

T(z) =

Com a,b,c,d € C quaisquer. Entdo, T € constante se, e somente se (estiver bem-definida e)
ad —bc =10

Demonstracao. O requerimento de que a fungao esteja bem definida é para evitar patologias como
todos os coeficientes serem nulos, o que levaria a indeterminacoes. Excluindo estes casos, sabemos
por um resultado elementar de algebra linear que se o determinante de uma matriz (ab|cd) for nulo,
entao (a,b) e (¢, d) sdo proporcionais, isto é, existe A tal que (az+b)/(cz+d) = A(cz+d)/(cz+d),
donde a transformacao é a constante A. Reciprocamente, teriamos az + b = Acz + \dd =
(a —Ac)z + (b— Ad)z = 0 para todo z, e portanto ad — bc = Aab — \ba = 0. |

Proposicao 5.8. As transformacoes de Mobius sao bijecoes.

Demonstracao. Se ¢ = 0, a transformacao é afim, e portanto bijetiva. Para ¢ # 0, provaremos
primeiro a injetividade. Tome z,w € C\{—d/c}. Se T(z) = T(w), entdo (az + b)(cw + d) =
(aw + b)(cz + d). Abrindo as contas chegamos em (ad — bc)z = (ad — be)w. Como ad — be # 0,
z = w. Para a sobrejetividade, T'(z) = y significa az + b =czy +dy = (a—cy)z =dy—be
portanto z = (dy — b)/(a — cy). Se y = a/c, entdo z = . |

Na presente segao, iremos nos dedicar a estudar as propriedades de Méb(C) relacionadas com
sua acao em C. Na verdade, podemos pensar nas transformacgoes de Mobius como a expressao

2Esse fato poderia fazer o leitor atencioso suspeitar que transformacdes com ad —bc = 0 correspondem a matrizes
com determinante nulo (ndo-invertiveis) e portanto as préprias transformagoes nao teriam inversa



da acdo do grupo PSL(2,C) em C. Neste sentido, esta secdo ird se preocupar em estudar o
grupo PSL(2,C) enquanto agente deste espago. Assim, estudaremos questdes de pontos fixos,
estabilizadores, transitividade, etc.

Convém estabelecer uma notagao que sera seguida no decorrer de todo o texto, daqui em diante.
Dada um matriz M, seja de um grupo linear quanto de um grupo projetivo, denotaremos por f,
a respectiva transformacao de Mobius.

Voltando um pouco em seu papel na andlise complexa, as transformagoes de Mobius sao preci-
samente os automorfismos da esfera de Riemann. Isto significa que estas transformacoes preservam
a estrutura de variedade complexa da esfera. Sem entrar em muitos detalhes agora, mas preser-
var a estrutura de variedade complexa significa que a transformagao é uma bijecao meromorfa
com inversa também meromorfa. A proposicao seguinte demonstra isto, juntamente com o fato ja
conhecido que M6b(C) é um grupo.

Proposicao 5.9. Uma func¢io T : C — C pertence a Mib(C) se, e somente se T é uma bijecdo

meromorfa O
Demonstracao. Basta usar em conjunto o teorema 5.5 e a proposicao 5.6 [
Corolédrio 5.9.1. Se T € Mib(C), entio T é homeomorfismo de C. O

Demonstragdo. Pela proposicao, T é meromorfa. Pela proposicao 5.4, T é continua em C. Como
M6b(C) é um grupo, T—! € Mob(C), donde T~ é meromorfa e portanto continua. A afirmagao
segue. [

Chamo a atencao para o fato de que a proposicao acima diz que preservar a estrutura de
variedade complexa nos dd automaticamente que a topologia também é preservada.

Busquemos agora um gerador para Mob. A proposicao seguinte nos fornece isto.

Proposigao 5.10. Sejam Ry definida por Ry(z) = €z, J definida por J(z) = —1/z, Hy definida
por Hx(z) = Az e Ty, definida por Ty(z) = z+b fungoes da esfera de Riemann na esfera de Riemann.
O conjunto X = {Ry, H\, T, J|0 € R, A\ €e RT,b e C} gera Mob. O

Devido a esta proposicao, hd uma interpretacao geométrica bacana para transformacoes de
Mobius. Imagine que temos uma esfera em cima de um plano e uma lampada em cima da esfera, que
gera uma projecao estereografica sobre o plano. Entao as transformacgoes de Mobius correspondem
a uma composicao das seguintes operagoes com a esfera: i) rotagdo sobre o eixo vertical (Rp), ii)
rotacao sobre o eixo horizontal que passa por 1 e -1 (J), iii) contragdo ou expansao da esfera (.S,),
iv) translacoes da esfera (73).

Uma outra caracteristica importante das transformagoes de Mobius é o que se segue:

Teorema 5.11. Uma transformacao da esfera de Riemann em si mesma € um homeomorfismo
conforme que preserva orientacao se, e somente se, € uma transformacgao de Mobius. O



Transformacgoes de Mobius diferentes da identidade possuem no maximo dois pontos fixos. Isto
é, se uma transformacao de Mobius deixa trés pontos fixos, entao é a identidade. Podemos usar
a interpretagao acima e entao este fato pode ser expresso nos seguinte termos: é impossivel fazer
quaisquer movimentos numa esfera fixando trés dedos nela (em pontos diferentes).

5.3 Classificacao Geométrica

O grupo de Mobius é realmente grande, mas é possivel dividi-lo em um ndmero pequeno de
conjuntos em que dois elementos do mesmo conjunto compartilham algumas similaridades entre
si, sendo a principal delas as suas propriedade dinamicas, mas também algumas caracteristicas
dos pontos fixos. Inspirado no (resultado tal), ja adianto que também tem a ver com classes
de conjugacao. Adianto também que é 4 o numero de tipos e que esses tipos de transformacao
de Mobius sao: elipticas, parabdlicas, hiperbdlicas e loxodromicas. O objetivo desta secao é
justamente obtermos essa classificacao, e comegaremos a busca analisando os pontos fixos.

5.3.1 Pontos fixos

Proposicao 5.12. Uma transformagao de Mébius T fiza o0 se, e somente se ¢ = 0. U
Demonstragao. Evidente, basta ver que T'(c0) = a/c. [ |

Assim como o numero de pontos fixos é constante em cada classe de conjugacao, ha uma
outra quantidade, especifica de matrizes, que também é preservada: o traco. Acontece que ha
de fato uma relagao entre o traco de uma matriz e os pontos fixos da transformacao de Mobius
correspondente, como um resultado mais adiante assegura.

Antes, porém, relembro que tr(AB) = tr(BA), portanto tr(U'TU) = tr(UU'T) = tr(T),
donde vemos que o trago realmente é constante em cada classe de conjugacao. Um contratempo,
entretanto, é que o trago nao é uma fungdo bem definida em PSL. Cada elemento sendo um
parzinho {M,—M} e o trago sendo linear, temos que tr(M) = —tr(—M). Para driblar este
problema com sinal, iremos nos importar com o quadrado do traco. Isto sim serd uma fungao
bem definida em PSL: tr?([M]) = tr?(M) nao depende do representante, diferentemente do trago
usual. Finalmente, temos:

Teorema 5.13. Sejam M € PSL(2,C) e T = fur (tal que ad —bc = 1). Se tr*(M) # 4, entio T
fiza exatamente dois pontos. Se tr*T = 4 e nao for a identidade, entdo fiza exatamente um ponto.
O

Demonstracao. Separaremos em casos. Primeiro, suponha que ¢ # 0. entao, se z é um ponto fixo:

az+b

ol i c?+(d—a)z—b=0




A equacao acima possui duas solugoes se A # 0 e uma se A = 0. Ora:

A=(d—a)*+4bc=(a+d)?—4=tr*T -4

Assim, T fixa dois pontos se tr*(M) # 4 e um se tr? = 4.

Vejamos agora o caso em que ¢ = 0. Neste caso, ad = 1 e a transformagao pode ser escrita
como T'(z) = a*z + ab, e, como j4 foi dito, co ¢ um ponto fixo. Buscando por outros pontos fixos,
temos:

a’z +ab =z

Agora separaremos no caso que a? = 1 e a® # 1. Ora, no primeiro deles temos que T'(z) = z+b,
donde o0 é o tnico ponto fixo se b # 0, isto é, se T nao for a identidade. Caso contrario, teremos
outro ponto fixo dado por:

ab
Z:
1—a?

Até agora temos o seguinte: Se ¢ # 0, T tem dois pontos fixos se tr*T # 4 ¢ um se tr?(M) = 4.
Se ¢ = 0 e T nao ¢é a identidade, entdo T tem dois pontos fixos se a® # 1 e apenas um se a® = 1.

Para concluir a demonstracio, basta agora mostrarmos que a?> =1 < tr? = (a + d)?> = 4

Suponha que a?> = 1, entdao d> = 1, pois ad = 1 =— a’d®> =1 =— d? = 1. Dai,
tr*T = (a + d)* = a® + 2ad + d* = 4.

Por outro lado, temos a* + 2ad + d*> = 4 = a® + 1/a® = 2. Chamando a? de x (que deve ser
diferente de zero), temos z? — 2z + 1 = 0, cuja tinica solucao é x = a? = 1. [

Corolario 5.13.1. Se T' é uma transformacao de Mdbius que fiza trés (ou mais) pontos, entio T
¢ a identidade. O

Corolario 5.13.2. O grupo de Mébius nao € 4-transitivo. 0
Demonstra¢ao. Nao existe uma transformagao que leva (0, 1,00, 2) em (0, 1, 00, 3), por exemplo. W

Aproveitando o corolario acima, daremos uma pausa para estudarmos a transitividade do grupo.

5.3.2 Interludio: Transitividade

Proposicao 5.14. O grupo de Mobius é simplesmente 3-transitivo. ([l



Demonstragao. Seja (z1, 22, z3) uma tripla qualquer de ntiimeros complexos distintos. Iremos achar
uma transformacao de Mdbius que leva essa tripla em (0,1, 00), e isto bastara.

Caso os trés forem finitos, é facil verificar que a seguinte transformacao leva cada ponto em

(0,1, 0) respectivamente:

(z —21) (22 — 23)
(21— 22)(23 — 2)

Para o caso em que algum for infinito, basta tomar o limite na expressao acima, o que resulta
em, respectivamente:

Z9 —R3 22— 21 Z2—21

2—23 Z—23 29— 2

A demonstracao da existéncia fica concluida pelo fato que ad — bc # 0 em todas as trans-
formacoes; o que é matéria de facil verificacao, dado que os trés pontos sao distintos.

A unicidade é feita da seguinte forma. Seja U uma transformacdo que leva (21,22, 23) em
(0,1,00) e provaremos que U = T. De fato, U~! leva (0,1,00) em (21, 2», 23), donde TU ! fixa os
pontos (0, 1,0). Pelo que foi visto, TU ! deve ser a identidade, e segue que T = U. [

5.3.3 Classes de Conjugacao

Como ja foi observado, o estudo dos pontos fixos ird nos conduzir naturalmente ao estudo das
classes de conjugacao. Apesar do trago ser univoco em cada classe de conjugacao, poderia ser o
caso de haver duas classes de conjugacao com o mesmo traco. Isto nao ocorre e portanto, para as
tranformacoes de Mobius, falar em classe de conjugacao é a mesma coisa que falar em trago, isto
é, as classes de conjugacao possuem uma relagdo bijetiva com o trago (a excegao da identidade
que, como ja vimos, forma uma classe de conjugagao por si prépria). Antes de provarmos isso,
o lema seguinte ird nos fornecer representantes simples de cada classe de conjugacao, bem como
contribuir para a caracterizacao de todas as classes. Estes representantes desempenharao um papel
importante futuramente devido a sua simplicidade.

Lema 5.15. Seja Uy, = Az se A # 1 e Uy = z + 1. Entdo, toda transformacao de Mdbius, que
nao € a identidade, é conjugada a Uy para algum X\ # 0. Além disso, Uy é conjugado a U, se, e
somente se A = 1/k. O

Demonstracao. Ja vimos que, se uma transformacao nao é a identidade, entao ela possui um ou
dois pontos fixos.

Consideremos primeiro uma transformacao 71" que fixa um ponto, digamos zy. Pela transitivi-
dade do grupo de Mobius, existe uma transformacao S que leva o0 em z;, de modo que a trans-
formagao S™IT'S fixa o0 e somente o0. Por um escélio do teorema 5.13, temos que S™'T'S(z) = 2+b.



Tomando a homotetia V(z) = bz vemos facilmente que V~1(S™1TS)V(z) = 2 + 1, donde T é con-
jugado a U; mediante SV'.

Agora, seja T uma transformagcao que fixa dois pontos, digamos z1, zo. Novamente, pela tran-
sitividade, existe uma transformacao W que manda (0,00) em (21, 25) de forma que W='TW fixa
0 e 0. Novamente pelo escélio do teorema 5.13, temos que a transformacao é dada por a%z + ab.
Entretanto, por fixar 0, deve valer que b = 0, e af a transformacao ¢ do tipo Uy com A = a? # 1

Em primeiro lugar, U; nao pode estar conjugado a nenhum outro Uy, pois o nimero de pontos
fixos ndo é o mesmo (como ja comentamos, elementos conjugados possuem o mesmo numero de
pontos fixos). Agora, suponha que Uy é conjugado a U,, entao tr?(U,) = tr*(U,), isto é:

1 1 1 1 1
At —+2=K+—-42 = A+ - =K+ -+ = (k+)A=1+1
A K A K K

1
— )\2—(/{+E))\+1

Por Béskara, isso nos dd A = k ou A\ = 1/k.

Reciprocamente, se J(z) = 1/z,J7(z) = 1/z, dai J'U,J = Uy, |

Assim, achamos mais um objeto que estd em bijegao com as classes de conjgagao: o par {A, 1/A},
que é chamado multiplicador da transformagao de Mdbius. Além disso:

Teorema 5.16. Duas transformacoes de Mobius sao conjugadas se, e somente se o traco ao
quadrado delas sao iguais. 0

Demonstracao. Basta mostrar que se possuem o mesmo traco sao conjugados. Digamos que estas
duas transformagoes sejam conjugadas a U, e U,, e isso estda garantido pelo lema 5.15 acima.
Entao, vale também que tr?(Uy) = tr*(U,) e j& vimos que isso implica que kK = A ou k = 1/\. De
qualquer forma, Uy e U, sao conjugados, e portanto as transformacoes iniciais também. [ ]

O lema 5.15 serviu, basicamente, para reduzir o problema de provar que tracos iguais implicam
em classes de conjugacoes iguais para apenas uma classe especifica de transformacoes de Mobius.

Vemos que, associada com uma certa transformacao de Mobius ha dois valores, o traco ao
quadrado e o multiplicador. Estes valores, além de especificarem a classe de conjugacao, também
determinam o comportamento geométrico das transformagoes e o comportamento de 7" (z) quando

n tende a infinito, como veremos na préxima subsegao, e estao relacionadas pela férmula: tr?(T) =
A+1/A+2



5.3.4 Propriedades dinadmicas

Definigao 5.4. Seja T uma transformacio de Mobius. Dizemos que T é eliptica se 0 < tr?(T) < 4,
que é parabdlica se tr*(T) = 4, que é hiperbdlica se tr*(T) > 4 e, por fim, que é loxodromico caso
contrdrio, isto é, se tr?(T') < 0 ou nao ¢é real. &

Imediatamente vemos que uma transformagao tem apenas um ponto fixo se, e somente se,
for parabdlica e nao for a identidade. Como vimos, o prototipo de uma tal transformacao é a
transformacao z — z + 1.

Devo advertir que alguns autores incluem as transformacoes hiperbdlicas nas loxodromicas.

A proposicao seguinte fornece uma traducao da definicao acima em termos de multiplicadores,
no lugar do trago.

Proposicao 5.17. T ¢ hiperbdlica se, e somente se, A € real, positivo e |\| # 1. T é loxodrémica

se, e somente se, |\ # 1 e real negativo ou complexo. T € eliptica se, e somente se |\| = 1. O
Demonstracao. A prova é feita por calculo direto. |
Teorema 5.18. 1. Se T é uma transformagao parabdlica de ponto fixo zy, entao im T"(2) = zo,

entre outra palavras, o conjunto limite de uma transformagcao parabdlica € seu ponto fizo.

2. SeT € hiperbdlico ou loxodromico, de pontos fizos z1, zo, im T™(z) é um dos dois pontos fizos,
para z que nao seja ponto firo. Em outras palavras, o conjunto limite de uma transformacgao
hiperbolica ou lozodromica sao seus dois pontos fixos. O que ocorre é que os pontos se afastam
de um ponto fixo e vao em direcao ao outro.

3. Se T € eliptico, T"(z) nao tem limite.

O

Demonstragao. 1. Ja vimos que toda transformacao parabdlica é conjugada a transformacao
Ui(z) = z+1. Ora, note que lim U'(2) = lim 2+n = 0. Assim, im 77" (z) = im V-1UTV (2) =
Vﬁl(OO) = 2p.

2. Se T é hiperbdlica ou loxodromica, vimos que é conjugada a uma transformacao U, com
Al # 1. Se |A| < 1, para z # 0 temos lim UY(z) = im A"z = 0, que é um ponto fixo. Caso
Al > 1ez+#0, limU(z) = o0, que também ¢é ponto fixo. Em qualquer caso, os pontos
tendem a um dos dois pontos fixos.

3. Neste caso, a transformacao é conjugada a Uy, com |\| = 1, donde A = €, para @ real, donde
Up = ez, que nio tem limite para z # 0, 0

Corolario 5.18.1. Se T € periddica (isto €, se existe um inteiro tal que T™ € a identidade), entdo
T e eliptica. O



Demonstragao. T é conjugada a Uy para algum A. Nao pode ser A = 1 pois nesse caso U{" = z +n,
que nunca ¢ a identidade. Assim, necessariamente Uy = A"z = z, donde deve ser |A| = 1, e
portanto eliptica. [ |

Entretanto, deve-se notar que nao sao todas as transformacoes elipticas que sao periddicas.

5.4 Generalizacao para Varias Dimensoes

Vale ressaltar que ha uma maneira de generalizar as transformacoes de Mobius. Primeiro, use a
identificacao de C com R?. Use também o fato que todas as transformacoes de Mobius podem ser
vistas como inversoes sobre circulos ou reflexoes sobre planos. Generalize agora estes conceitos para
esferas e hiperplanos. Com isso, as transformagoes de Mobius em R"™ podem ser definidas como o
conjunto de transformacoes geradas pelas inversoes sobre esferas e reflexdes sobre hiperplanos.



Capitulo 6

Introducao a (Geometria Hiperbdlica

6.1 O Espaco Hiperbdlico

Lembremos que os cinco axiomas de Euclides permaneceram por muito tempo sendo os principios
norteadores da geometria. O quinto axioma, que é equivalente a dizer: “dada uma reta e um
ponto fora da reta, hd apenas uma outra reta paralela a primeira que passa pelo ponto”ou (o
que é equivalente), “a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°”, era o axioma menos
natural de ser aceito sem demonstracao, e muitas pessoas tentaram provar que este axioma podia
ser provado a partir dos outros quatro. Na primeira metade do século XIX, Gauss provou que isto
nao era possivel, construindo uma geometria em que nao valia o quinto axioma mas mesmo assim
era consistente. Especificamente, triangulos podiam ter a soma interna de seus angulos menor
do que 180°. Apesar de Gauss nao ter publicado este trabalho, anos mais tarde, os matematicos
Lobachevsky e Bolyai publicaram versoes semelhantes, dando origem ao embriao do que seria a
geometria hiperbdlica.

O ambiente natural para tratar de geometria hiperbdlica é o espaco hiperbdlico. O espago
hiperbdlico aparece naturalmente ao se fazer a classificacao das variedades riemannianas completas,
simplesmente conexas e de curvatura seccional constante. Para cada dimensao n e cada valor de
curvatura, hd apenas um tipo de variedade assim (a menos de isometrias): R", se a curvatura for
nula, a esfera (S"), se a curvatura for positiva, e o espago hiperbdlico (H"), se a curvatura for
negativa.

A exemplo deste teorema, uma compreensao mais aprofundada dos temas abordados aqui
necessitam de uma ampla dose de geometria diferencial, mais especificamente, de variedades rie-
mannianas. Nao exigiremos, entretanto, tais requisitos e pessoas sem conhecimento em geometria
diferencial poderao acompanhar a imensa maioria do texto sem problemas. A despeito disto,
durante o texto poderao haver alguns comentérios, tratando das nossas construcoes enquanto
variedades riemannianas propriamente ditas, a fim de esclarecer construgoes obscuras, sanar a cu-
riosidade dos leitores interessados ou que possuem os requisitos para tal. A préxima secao tem
como objetivo introduzir esta abordagem, sem compromissos.

Um modo natural de se construir o espago hiperbdlico é como uma esfera num espago de
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Minkowski, mas hé outras construgoes (isométricas, pelo teorema citado acima). Estas construgoes
sao chamadas nesta secao de “modelos do espaco hiperbélico”. Veremos principalmente trés deles:
o modelo do semiplano, o modelo do disco de Poincaré e o modelo do hiperboloide (que é a
construgao mencionada acima como a mais natural), nesta ordem. A principio, veremos todos os
modelos em apenas duas dimensoes, mas ¢é possivel generalizé-los para uma dimensao n arbitraria.

Como iremos ver, a geometria hiperbdlica é completamente diferente da euclidiana e causa
disto ¢ a diferenca no modo de medir distancia em cada geometria. Mais que isso, veremos que a
forma de construir distancia em cada modelo é peculiar e pode parecer arbitraria, a primeira vista.
Por isso, optamos por introduzir brevemente o modo usual de definir distancia numa variedade
riemanniana, para motivar a definicao de distancia no nossos modelos. A situagao é andloga para
areas.

Na verdade, a construcao do grupo de isometrias, geodésicas e outros objetos sera muito mais
trabalhoso no primeiro modelo que iremos tratar. Como os demais modelos sao isométricos ao
primeiro, basta encontrar a isometria e ela podera ser usada para transportar todos os resultados
do primeiro modelo para os outros de forma relativamente facil.

Grande parte dos resultados que serao expostos na secao 3 e seguintes estao detalhadamente
provados em [Bon09], por isso ndo demonstraremos a maior parte deles em detalhes, dando apenas
uma ideia ou roteiro da demonstracao.

6.2 Um minimo de Variedades Riemannianas

6.2.1 Distancia

O modo de definir distancia numa variedade riemanniana reflete muito sobre a estrutura deste
objeto, por isto gastaremos um tempo falando disto. Para os leitores menos habituados, uma
variedade é uma generalizacao do conceito de superficie (se for diferenciavel, é uma superficie onde
faz sentido falar de coisas como derivadas e diferenciabilidade). Uma variedade riemanniana é
uma variedade que possui uma estrutura a mais, chamada de métrica riemanniana. Esta estrutura
¢ semelhante a um produto interno, dando portanto nocao de comprimentos e angulos e nao
deve ser confundida com métrica no sentido de espaco métrico!. Para ser mais exato, a métrica
riemanniana é um objeto g que a cada ponto P da variedade associa um produto interno gp(-, -) no
espago tangente a este ponto (generalizagao de plano tangente para uma superficie) e que também
deve satisfazer a um certo critério de suavidade. Este objeto também costuma ser chamada de
tensor métrico. O tensor métrico nao nos permite calcular distancias diretamente, mas ele induz
uma norma em cada espaco tangente, que pode ser usada para calcular comprimento de vetores
tangentes. FEm particular, a velocidade com que se percorre uma curva é um campo de vetores
tangentes definido na curva (cada ponto tem um vetor tanguente correspondente a velocidade
naquele ponto), e portanto podemos integrar a velocidade para obter o comprimento de curvas na
nossa variedade. Explicitamente, seja (M, g) uma variedade riemanniana e v : I — M uma curva

IPara nao confundir, passaremos a nos referir a métrica no sentido de espaco métrico como distancia sempre que
possivel.



em M. Entao, o comprimento de v pode ser obtido assim:

L) = [ IOl = | \faolr@. o)

E possivel mostrar que esta integral é invariante por diferentes parametrizagoes.

Mas isto ainda nao é a distancia entre pontos. Como podemos usar comprimento de curvas para
obter informagoes sobre a distancia entre pontos? Tomando emprestada a intuicao ja construida
sobre o conceito de distancia, gostariamos que a distancia entre dois pontos tome o menor valor,
considerando todas as formas de partir de um e chegar no outro (esta é a motivagao por trés da
desigualdade triangular, por exemplo). Assim, podemos definir a distancia entre dois pontos como
o infimo dos comprimentos de curvas ligando ambos. Vale considerar um critério de suavidade,
como curvas de classe C! por partes ou de classe C*. Habitualmente tomaremos esta ultima?.
Nos nossos modelos, construiremos distancia justamente assim, sendo o infimo do comprimento
de curvas ligando dois pontos, induzida por uma certa métrica e deixando clara a estrutura de
variedade riemanniana destes espacos. E possivel mostrar que uma fungao construida desta maneira
¢ de fato uma métrica (no sentido de espa¢o métrico) em qualquer variedade riemanniana, mas a
prova disto exige conhecimentos mais avancadas. Por isso, provaremos para os casos especificos
que iremos tratar. Ainda, provaremos que existe e é Unica a curva que liga quaisquer dois pontos
e cujo comprimento coincide com a distancia (chamaremos de geodésica), sendo curvas andlogas a
retas, no caso euclidiano. A existéncia de tais curvas, apesar de ser uma propriedade dos espagos
euclidiano e hiperbdlico, nao é verdade para qualquer espago. Considere, por exemplo, R*\{0} com
a métrica usual e tome dois pontos no eixo y, um positivo e outro negativo. Vale observar que esta
definicao s6 faz sentido em variedades conexas, para que haja pelo menos uma curva ligando dois
pontos.

Uma outra observagao, agora um pouco mais técnica, é a seguinte. A definicao formal de
variedade demanda que esta seja um espago topoldgico. E possivel provar que a topologia induzida
pela distancia da forma como a construimos empata com a topologia que comecamos, isto é, da
variedade enquanto espago topoldgico, e isto vale para toda variedade riemanniana (Hausdorff).
Isso mostra que, em algum sentido, a distancia que definimos é topologicamente consistente com
nossa variedade.

Apesar de nao provarmos que qualquer métrica riemanniana da origem a uma distancia bem de-
finida, provaremos para uma classe bem geral de métricas (para os nossos propdsitos). Sao métricas
do tipo: gp(v,v) = f%(P){v,v), onde {:,-) é o produto interno usual, definidas num subconjunto
de R?. Esta classe de métricas receberd especial atencao no nosso texto. Na demonstracio deste
fato, usaremos que o produto interno usual induz de fato uma distancia. A prova deste fato pode
ser vista na préxima secao.

Lema 6.1. Seja U < R? um aberto conexo por caminhos e seja f : U — R uma funcdo continua.
Se g € uma métrica riemanniana em U definida por

gp(v,v) = fA(P){v,v)

2D4 para mostrar que as duas escolhas citadas levam sempre aos mesmos resultados, mas a prova disto é dificil.




Entao a distancia dy induzida pelo infimo dos comprimentos ly de curvas C* por partes :

)) = f @) (01t

E uma métrica. O

Demonstracao. Antes de tudo, notamos que a distancia esta bem definida pelo fato do dominio ser
conexo. Assim, sempre havera pelo menos uma curva ligando dois pontos do dominio e estaremos
tomando o infimo de um conjunto sempre nao-vazio.

E evidente que o integrando é sempre positivo, donde I(y) = 0, para toda curva possivel 7, e
portanto d(P,Q) = 0, VP, € U. Tomando ~(t) = P, a curva constante, temos que +'(t) = 0,
Vt, e dai o integrando vai ser identicamente nulo, resultando em () = 0 e portanto d(P, P) < 0,
VP € U. Usando ambas as desigualdades, chegamos em d(P, P) =0, VP e U.

Seja agora P # @) € U. Como U é aberto, existe r; > 0 tal que B[P,r] < U (bola fechada
com distancia euclidiana). Além disso, seja 19 = (1/2).dewc(P, Q) > 0 e tome r = min{ry,rs} > 0
de forma que K = B[P,r] c U. K é compacto, donde |f| assume um minimo em K. Seja m > 0
tal minimo. Mostrarei que m.r > 0 é uma cota inferior para o conjunto dos comprimentos [¢(7),
com 7 adequada. Tome uma tal curva 7 : [a,b] — R? arbitraria. Nao é dificil ver que v ird
interceptar 0K em pelo menos um ponto, seja R € Imy n 0K o primeiro deles e seja t* € [a, b] tal
que ¥(t*) = R. Entao:

0= e [ rawironesn | o

Pois y(t) € K, Vt < t*. Note que a tultima integral é o comprimento euclidiano da curva -y
restrita a [a, t*] que é maior que a distancia euclidiana de y(a) = P a v(t*) = R, por defini¢ao de
distancia euclidiana. Isto é, [¢(y) = |R— P|. Agora, basta ver que, como R e 0K, |[R—P| =1 >0,
e al [¢(y) > m.r. A implicagdo P # ) — d(P, Q) > 0 segue da arbitrariedade de P, Q e 7.

Para ver que d(P,Q) = d(Q, P), basta ver que reparametrizacoes que invertem o sentido da
curva sao difeomorfismos e portanto nao alteram o valor do comprimento da curva, pelo teorema
da mudanca de varidveis na integral.

Por fim, provemos a desigualdade triangular. Sejam P, @), R € U arbitrarios. Pela definicao de
infimo, para todo n existem curvas v, e u, tais que l(y,) < d(P,Q)+1/2n e l(u,) < d(Q,R)+1/2n.
Tomando «,, como as concatenacoes de 7, e u,, sendo eventualmente necessario reparametrizacoes,
teremos que:

d(P,R) < l(ay) = U(vyn) + U u,) <d(P,Q) +d(Q, R) + —

Como esta desigualdade vale para todo n, obtemos a desigualdade triangular: d(P,R) <
d(P,Q) + d(Q, R) para quaisquer pontos. [ |



6.2.2 Diferenciais

Lembre-se de que, se f é uma funcao diferencidvel entre R” e R™, entao sua diferencial é uma
aplicagao que a cada ponto p € R" associa uma transformacao linear df, : R® — R™. Em verdade,
a transformacao linear df,, é a transformacao linear que melhor aproxima f nas proximidades do
ponto p. A diferencial possui uma propriedade bastante interessante. Se 7/(t) é o vetor tangente a
uma curva 7 no ponto p, entao df,(7'(t)) serd o vetor tangente a curva f o~y no ponto f(p). Esta
propriedade parece nos indicar que, enquanto pontos se transformam através de fungoes do tipo f,
vetores se transformam com os respectivos diferenciais. Esta propriedade motiva a generalizacao
de diferencial para variedades.

Se M, N sao variedades diferencidveis, e f : M — N é uma funcao diferencidvel, entao a
diferencial de f é a aplicacao que a cada ponto p € M associa uma transformacao linear entre os
espacos vetoriais T,M e Ty, N (T,M é o espaco tangente a p na variedade M) de maneira que se
v é uma curva em M e +/(t) € T,M, entao dfp(7/'(t)) = (f o) (t) € Ty N.

A versao generalizada da regra da cadeia diz que, se f: M — N e g: N — O, entao:

d(go f)p = (dgsp)) © (dfy)

6.2.3 Conformalidade

A luz do que foi discutido, tendo também em mente a discussao da segao 5.1.3 sobre transformacoes
conformes, vemos que uma transformacao é conforme se sua diferencial preserva angulos. Sabemos
que uma transformacao que preserva produto interno é uma transformacao ortogonal. Entretanto,
preservar angulos é mais fraco que preservar produto interno. Geometricamente, mudar a norma
dos vetores altera o produto interno mas nao altera o angulo. Além disso, o angulo entre dois
vetores é usualmente definido através da divisao do produto interno pelas normas dos vetores.
Assim, o diferencial de uma transformacao conforme nao necessariamente precisa ser ortogonal,
pode ser um multiplo disto.

Como o multiplo pode depender do ponto, temos uma transformacao é conforme se seu di-
ferencial é da forma u(z)O(z), onde O(x) é uma transformagido ortogonal para todo z. Uma
transformagao conforme preserva orientagao de u é uma fungao positiva e se O(z) tem determi-
nante positivo para todo z.

Dando prosseguimento ao raciocinio, é facil ver que se duas métricas diferem apenas por uma
constante, entao os angulos sao preservados. Assim, fizemos que duas métricas riemannianas sao
conformemente equivalentes se h = ug, com u uma funcao em M.



6.2.4 Isometrias e Pullbacks

A maneira natural de definir isometria numa variedade, seria justamente a de transformacao que
preserva distancias: d(T(z),T(y)) = d(z,y), z,y € M. Como a distancia vem da métrica, entao
¢é facil imaginar que uma condigao suficiente para ser uma isometria é deixar o tensor métrico
invariante. Vamos entao falar um pouquinho sobre o que seria isso.

Seja ¢ : M — N onde N é uma variedade riemanniana e M uma variedade diferenciavel
qualquer. Serd que podemos usar ¢ para trazer o tensor métrico de N, digamos g, para M?
Chamaremos esse suposto objeto de ¢*g. Como este objeto serd num ponto x € M? Precisamos
associar (¢*¢), a g, para algum y € N. E relativamente natural escolher y = ¢(z). Otimo.
Mas agora se tomarmos vetores vy,vy € T, M, deveremos ter (¢*g),(vi,v2) = Gp(a) (w1, ws), com
wy,wy € TyyN. Como identificar vetores de T, M com vetores de T,,,) N7 Se o leitor leu a
secao sobre diferenciais com atengao, saberd que uma boa pedida é fazer w; = dp,(v;). Estd é
mais uma instancia do mote: pontos se transformam com funcdes e vetores com seus diferenciais.
Resumindo, teremos:

(Sp*g)x(va w) = Go(z) (dQOx(U)’ d@w(w))

¢*g é chamado de “pullback”de ¢ por g. Com isto em mente, se M = N, entao M ser invariante
por ¢ significa que ¢*g = g. Esta condigao garante que ¢ seja uma isometria, mas na verdade esta
condicao ¢é equivalente a ¢ ser uma isometria.

w: M — M é uma isometria se, e somente se p*g = g.

6.2.5 Geodésicas

J& mencionamos en passant que geodésicas estao relacionadas a curvas que minimizam a distancia
entre dois pontos. Isso nao é bem verdade. Geodésicas sao classes de curvas mais gerais, que
sO precisam minimizar comprimentos localmente, entao uma proposta de definicao formal seria a
seguinte:

Definigao 6.1. Uma curva o : I ¢ R — H que é C! por partes é dita uma geodésica se para
todo t € I, existe €(t) > 0 tal que:

duyp((t), a(s)) = lnyp(alr,,)

Para todo s € I com |s — t| < ¢(t), onde:

[s,t], se s <t;

Ist =
[t,s], set | s



Uma curva o : I < HH — H é dita uma geodésica completa se nao existe uma extensao
f:J—Hdea,comlcJ ie sef:J—> Héuma geodésicae |y =a,entao [ =Jea=p.

&

Nao bastaria dizer que a curva é minimizante (isto é, que o comprimento entre dois pontos
da curva d4 no mesmo que a distancia entre eles)? Impor que minimize apenas localmente muda
alguma coisa? A resposta é sim. Ha curvas que minimizam comprimento localmente, mas nao
globalmente, e nao é tao dificil pensar num exemplo. Pense no caso de uma esfera. Imagine
um grande circulo quase completamente ao redor da esfera. Como exemplo concreto, pense num
grande circulo ao redor da terra que passe por Sao Paulo e pelo Rio de Janeiro, mas que nao seja
completo, isto é, hd um buraco na curva entre as duas cidades (na parte mais curta ligando as
duas), e elas s6 podem ser ligados dando toda a volta pelo globo no outro sentido, isto é, pela
parte do grande circulo mais longa ligando as duas. Nesse caso, nao vale que a distancia entre
Sao Paulo e o Rio de Janeiro é o comprimento da curva que passa entre os dois. O comprimento
da curva é todo o diametro da Terra menos a distancia entre Rio e Sao Paulo. Entao, a curva
nao minimiza a distancia entre quaisquer dois pontos dela, mas minimiza localmente, para pontos
proximos o que motiva a defini¢gao acima.

H4, entretanto, outras formas de definir geodésica. Uma delas utiliza linguagem de calculo
variacionale diz que uma curva é geodésica se ela for um ponto critico do funcional “comprimento”.
E possivel aplicar as técnicas usuais de calculo variacional, como as equacoes de Euler-Lagrange e
obter uma equacao diferencial cujas solugoes sao precisamente as geodésicas. Uma forma famosa
de escrever estas equagoes (muito famosa na fisica, especialmente em relatividade geral) é por meio
de coordenadas locais, apontando os holofotes para objetos chamados simbolos de Christoffel: Fﬁ i
Apresentaremos as equacao nessa forma, em toda sua gléria, a seguir e depois explicaremos um
pouco mais sobre seus constituintes. A equagao a seguir utiliza a convencao de Einstein.

d*zy, Lt dz; dz;
ds? Y ds ds

-0 (6.1)

Note que hd uma equagao para cada k, sendo que (x1(s),...,z,(s)) representa uma parame-
trizacao da curva em coordenadas locais. Pois bem, os simbolos de Christoffel sao a representacao
em coordenadas de um objeto chamado conexao, que a grosso modo diz de que forma os varios
espacos tangentes a uma variedade se conectam entre si. Em geral, ha varias escolhos possiveis
para uma conexao, mas uma métrica riemanniana faz com que uma e apenas uma escolha seja na-
tural. Assim, hd uma conexao “canonica”em variedades riemannianas, que é chamada de conexao
de Levi-Civita. Podemos obter os simbolos assim:

9 oxJ oxt oxH

Novamente utilizamos a notacao de Einstein e o tensor g escrito em coordenadas. A parte
operacional ficard mais clara nos exemplos mais adiante.

Por fim, mas nao menos importante, podemos definir geodésica por meio de um objeto chamado



de derivada covariante. Intuitivamente, uma geodésica é o trajeto mais reto possivel de ser feito
numa variedade, que por si s6 é curvo. Pense que vocé esta no polo norte e quer chegar no equador.
O jeito mais répido é seguir algum meridiano. De qualquer forma, (vista de fora) esse trajeto vai
aparenter ser curvo, mas dentro das restricoes de ter que andar sobre a superficie da terra, é o mais
reto possivel e o mais rapido possivel. Nao podemos trapacear e fazer um buraco no chao para
ir literalmente reto, mas, dentro os caminhos sobre a superficie, obviamente haveria trajetos mais
indiretos e com mais voltas desnecessarias. A derivada covariante mede justamente o desvio de
um trajeto “reto”, que vai para onde aponta o nariz, mas levando em conta as restricoes de estar
num espaco curvo. Com isso, podemos definir como geodésica uma curva com derivada covariante
nula.

6.2.6 Areas

As fungoes mais famosas do produto interno sao a de medir comprimento de vetores e medir angulo
entre dois vetores. Entretanto, uma funcao menos ébvia estd relacionada com volume. De fato,
se V' é um espaco vetorial com produto interno, entao o k-volume do k-paralelepipedo formado
pelos vetores vy, ..., v, pode ser obtido tomando a raiz quadrada do determinante da matriz cuja
entrada a;; é (v;,v;). Podemos usar esta propriedade para calcular o k-volume de uma variedade
de dimensao k. Dado um sistema de coordenadas locais ¢(P) = (21, ..., x), podemos escrever gp
como uma matriz ¢;;(P) = g¢;j(x1,...,xx). Definimos entdo o k-volume de um conjunto £ < M
por:

w(E) = J \/det(gij(l‘l, vy Tg))dxy ... dxy
B(E)

No caso de uma métrica do tipo gp(v,v) = f2(P){v,v), a matriz de g serd do tipo f2.Id (na
verdade, (fo¢™')?), onde Id é a matriz identidade k x k. O determinante desta matriz serd entao
f?* e daf:

No caso especifico em que a dimensao da nossa variedade é 2 (que seréd o caso em que estaremos
principalmente focados aqui), a drea serd simplesmente a integral da funcao que multiplica o
produto interno.

6.3 Revisao de Geometria Euclidiana

Nesta secao, iremos apresentar o roteiro que seguiremos para os modelos do espago hiperbodlico
e usaremos o plano euclidiano, que ja nos é muito familiar, como primeiro exemplo. Antes de
comecarmos, € interessante ponderar um pouco sobre o significado do termo “geometria”. Felix



Klein, dentro do programa de Erlangen, define geometria da seguinte forma: “Dado um conjunto
munido de uma estrutura e de um grupo de transformacgoes que preservam tal estrutura, geometria
é o estudo dos objetos que sao invariantes por tais transformacoes. Nosso roteiro serda entao
o seguinte: tomaremos um conjunto, definiremos uma distancia nele (a partir da estrutura de
variedade riemanniana, pelo processo ja mencionado) e acharemos o grupo de transformagoes que
preservam esta estrutura, isto é, o grupo de isometrias. Estudaremos também, em cada modelo,
objetos invariantes por isometria, como geodésicas (informalmente, curvas que minimizam distancia
entre pontos) e dreas.

No caso da geometria euclidiana, o conjunto é R? (ou n, mais geralmente). Neste caso especifico,
apesar de também ser uma variedade riemanniana, o plano possui uma estrutura natural de espago
métrico e portanto ha um jeito facil de escrever a métrica sem recorrer a infimo de comprimentos.
Apesar desta estrutura métrica natural, iremos tratar o plano como uma variedade riemanniana
dotada do produto interno usual e definir distancia como mencionado acima, para sermos coeren-
tes com nosso programa. Acharemos também o grupo de isometrias, usualmente denotado por
Isom(R?) e o grupo de isometrias que preservam orientagao, denotado por Isom™(R?).

A métrica do plano euclidiano enquanto variedade riemanniana é dada por:

gP(Uv U) = <Uv U>

Onde (-, -) denota o produto interno usual. Note que a métrica ndo depende do ponto P, isto é, é
uma métrica constante. Por algumas razoes técnicas, este tipo de métrica é uma classe de métricas
interessante de ser considerada. Veremos que as métricas dos modelos do espaco hiperbdlico nao
sao constantes, com excecao do modelo do hiperboloide. Isto é parte do motivo de considerarmos
este modelo mais natural.

Com isso, o comprimento de uma curva vy é:

Lewe(7) = f NCIORI0) f Y ()]/dt

Para o caso euclidiano, faremos uma pequena alteracao no roteiro. Em vez de provarmos
primeiro que a distancia definida usando infimo de comprimentos de curvas esta bem definida,
usaremos a expressao acima para acharmos o comprimento de uma reta ligando dois pontos e
depois provaremos que qualquer outra curva que os conecte tem comprimento maior, donde o
comprimento da reta empata com a distancia entre os pontos. Desta forma, teremos uma expressao
para a distancia entre pontos e com ela concluiremos que de fato satisfaz as propriedades desejadas.

Em primeiro lugar, deve ser provado que o comprimento da reta ligando pontos P e () coincide
com ||@ — P||. Isso mostra que a distancia entre dois pontos P e ) é menor ou igual a ||@Q — P||.
Para a outra desigualdade, basta mostrar que o comprimento de qualquer curva é maior ou igual
a ||@Q — P||. Isto se faz usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz para estimar ||7/(¢)|| por baixo
usando o [|Q — P||. Depois disto, usa-se a relagao do produto interno com a derivada de forma
a poder se usar o teorema fundamental do cdlculo. Uma vez que a distancia entre dois pontos é
dado por uma norma, segue que de fato é uma métrica, e ainda coincide com a usual.



Uma maneira alternativa de provar que retas realizam distancia é provar inicialmente para o
caso mais facil em que os dois pontos estao na mesma abscissa e posteriormente usar rotacoes e
translacoes para atingir quaisquer dois pontos.

Agora que ja definimos a distancia e justificamos que ela de fato o é (e de quebra achamos
geodésicas), caracterizaremos o grupo de isometrias do espago euclidiano. Vocé pode comegar ve-
rificando que as translagoes e as transformacoes ortogonais sao isometrias. De fato, toda isometria
de R™ pode ser escrita como a composi¢ao de uma transformacao corresponde a alguma matriz
de O(n,R) com uma translacao. E matéria de facil verificacao que o conjunto destas funcoes
forma um grupo. (e também, que coincide com o grupo gerado pelos subgrupos de transformagoes
ortogonais e translagoes)

No caso especifico do plano, pode ser mostrado que as transformagoes ortogonais podem ser
apenas rotacoes em torno da origem ou reflexoes em torno de uma linha. Para os leitores familiari-
zados com o estudo dos grupos de Lie, lembre-se que O(2,R) é um grupo de Lie de uma dimensao,
e portanto o grupos das isometrias do plano é um grupo de Lie de trés dimensoes.

Teorema 6.2. Seja ¢ : R? — R? uma isometria. entao existem A € O(2,R) e p € R? tais que
Po(v) = Av +p, Yv e R% O

A ideia da demonstracao é definir uma fungao ¥ (v) = ¢(v) —¢(0), de forma que 9 fixe a origem.

Dado que ¢ é isometria, é facil ver que ¢ também sera. Dai, ||¢)(v)|| = d(¢(v),0). Como ¥ preserva
origem, |[¥(v)|| = d(¥(v),4(0)) = d(v,0) = ||v]|, donde 9 preserva norma. Como a norma vem de
um produto interno, temos que 2{v, w) = ||v||* + |Jw||* — ||[v — w||* e disto pode ser tirado que 1

preserva produto interno. Ainda, destes fatos podemos concluir que || (v +w) —(v) —(w)|[* = 0
e P(tv) — t(v)||* = 0, e portanto ¢ é linear.

Sendo 1 linear e que preserva produto interno, é facil ver que é ortogonal. Dada uma base, vai
haver uma matriz A que representa . Dai, (Av, Aw) = (Av)T(Aw) = vT AT Aw necessariamente
deve ser igual a (v,w) = vTw, isto é, temos que vI AT Aw = vTw. escolhendo v e w de maneira
esperta podemos obter os componentes da matriz A A e nao é dificil ver que vai ser a identidade.

Chamando ¢(0) de p, temos que ¢(v) = Av + p com A ortogonal, como gostarfamos.

Seja E(2) o subgrupo das bijegoes de R? gerado pela uniao dos conjuntos de transformagoes
ortogonais e das translagoes. Pela proposicao 1.28, este grupo empata com o grupo de todas
as concatenacoes finitas de transformacoes ortogonais e translacoes. Nao é dificil ver que esta
concatenagao sempre vai dar fungoes da forma do teorema anterior (6.2). Considere a composigao
de duas destas e depois use indugao. Seja ¢p(v) = A(v) +p e ¥(v) = B(v) + q € E(2). Entao
pop = A(B(v)+q)+p=A(Bv))+ A(g) + p. Como a composigao de transformagoes ortogonais
é ortogonal, seja C' € O(2,R) tal que C = Ao B esejar = A(q) + p. Entao ¢pop = C(v) + 7.
Além disso, fungoes inversas também sao da mesma forma. Tome £(v) = D(v) +sonde D = A~ e
s = —D(p). Entao o¢ = D(A(v) +p)+s = D(A(v))+ D(p) +s = A" (A(v)) + D(p) — D(p) = v.
Isto demonstra que F(2) = Isom(R?).

Afirmamos, ainda, que Isom™(R?) é o subgrupo gerado pelas transformagoes lineares cujas
matrizes estao em SO(2,R) e pelas translagoes. Isto empata com as fungdes que podem ser
escritas como ¢(v) = Av + p com A € SO(2,R) e p e R%. A demonstracao ¢ andloga aquela feita



no paragrafo anterior.

Um assunto interessante, e que sera de especial interesse neste estudo, é a chamada tesselacgao.
Isto nao ¢é nada mais do que um ladrilhamento do plano, isto é, cobrir o plano com poligonos de
forma que os poligonos nao se superponham e de forma que vértices se encontrem com vértices.
Caso os poligonos sejam regulares, as unicas tesselacoes possiveis do plano sao com triangulos, qua-
drados ou hexagonos. Na geometria hiperbdlica, entretanto, ha um nimero infinito de tesselacoes
possiveis, revelando uma estrutura mais rica do que a da geometria euclidiana. Os grupos fuch-
sianos, pelos quais estamos interessados, serao ferramentas importantes no estudo das tesselagoes
do plano hiperbdlico. H4 uma associagao entre uma tesselacao e um grupo de isometria (o grupo
de isometria que preserva a tesselagao), conectando assim édlgebra com geometria. E, no caso da
geometria hiperbdlica, estes grupos serao os fuchsianos.

6.4 O Semiplano
Partiremos agora, de fato, para a geometria hiperbédlica. Comecaremos considerando o modelo do
semiplano complexo superior.

O conjunto que servird de substrato para este modelo é H = {z € C;Im(z) > 0} ~ {(z,y) €
R2%y > 0}. Usaremos a extensao do plano complexo para abranger oo quando necessério, daf,
rapidamente nota-se que H corresponde a um dos hemisférios (aberto) da esfera de Riemann.

Nossa métrica riemanniana sera dada por:

1
gp(v,v) = ;(v, v)

Onde P = (x,y). A norma serd entao:

1
micl
)

101l

O comprimento de curvas de classe C* por partes v : I — H sera:

[ VPO + Y ()7
() = L y() dt

E a distancia entre dois pontos como o infimo do valor do comprimento de todas as curvas C*
por partes que os ligam.

Chamaremos Iy e dy,, apenas de [ e d, mas ficard claro pelo contexto.

Para ver que esta métrica de fato induz uma distancia, basta notar que ela é do tipo gp(v,v) =
f2(P){v,v) com f(z,y) = 1/y e usar o lema 6.1.



Antes de passarmos a estudar o grupo de isometrias, analisaremos nesta secao algumas carac-
teristicas particulares da distancia hiperbdlica definida. Isto servird tanto para nos familiarizarmos
e criarmos intuicao com a geometria hiperbdlica, tanto para deduzirmos resultados preliminares
que serao necessarios nas proximas etapas. Na verdade, ha diversos resultados preliminares que
precisam ser provados antes de conseguirmos achar o grupo de isometrias. Além de estudarmos
como a distancia hiperbdlica se comporta, precisamos primeiros ver algumas isometrias e depois
estudar geodésicas e algumas de suas propriedades antes de conseguirmos achar o grupo de isome-
trias.

Vamos comecar abertamente comparando e confrontando a distancia hiperbdlica com a eucli-
diana. Note que o comprimento de curvas verticais ligando os pontos (z,a) e (zo,b) é log(2),
o que significa que quanto menor for a, maior é o comprimento da curva, tendendo pra infinito.
Essa é uma das razoes pelas quais dizemos que o eixo real é chamado de circulo no infinito (o
“circulo”vem da esfera de Riemann). O mesmo acontece quando b vai a infinito, mas é possivel
ver que pedacos de cima contribuem menos para o comprimento da curva. Por exemplo se temos
uma reta de (zg, 1) para (x¢,3), esperarfamos, de acordo com a geometria euclidiana, que a reta
de (zo,1) a (x¢,2) tivesse o mesmo comprimento da reta de (xg,2) a (zo,3), mas na verdade, a
primeira parte tem comprimento log2 ~ 0,69 > 0,41 ~ log 3/2, que é o comprimento da segunda
parte.

Por outro lado, retas horizontais ligando (a, y) a (b, yo) possuem comprimento (b — a)/yo. Isto
é completamente novo com relacao a nossa intuicao de geometria euclidiana. O comprimento de
retas com os mesmos extremos é tao maior quanto menor for a ordenada em que ela se encontra.

Vemos, de modo geral, que caminhar em pontos de ordenada pequena tende a contribuir bas-
tante para o aumento do comprimento. Assim, nada mais razoavel que imaginar que andar em
linha “reta”entre dois pontos de diferentes abscissas talvez nao seja o mais eficiente, mas sim subir e
descer, tomando também cuidado para nao subir e descer muito, o que também nao seria eficiente.
Assim, é possivel imaginar que o caminho mais eficiente entre dois pontos de abscissas préximas,
se existir (de fato, sempre vai existir) sobe e desce menos do que se forem mais afastados. Em
verdade, veremos que os caminhos mais eficientes sao dados por arcos de circunferéncia com centro
no eixo x, no caso de pontos com abscissas diferentes (isto nao é ébvio, poderiam ser pedagos de
retangulo ou arcos de pardbola).

Com estas propriedades, fica facil ver, ainda que sem provar, que o centro de uma bola na
distancia hiperbdlica é deslocada para baixo. Também nao iremos provar, mas o formato da bola
¢ o mesmo da bola euclidiana, com exce¢ao do centro estar deslocado.

Agora, veremos uma maneira de estimar por baixo o valor da distancia entre dois pontos
quaisquer.

Proposicao 6.3. Sejam P = (xg,v0) € Q = (x1,y1) pontos de H quaisquer. Supondo sem perda

de generalidade que y; = yo Entdo d(P, Q) = log(y1/vo). O

Demonstracao. Seja 7y : [a,b] — H uma curva de classe C* por partes v = (x(t),y(t)) tal que
v(a) = P e y(b) = Q. Naturalmente teremos 2’(t)* > 0, donde



NSO (R, PO,
0= | y(0) “> | y(1) a=| y()dt‘L“ 9(y(e))]de

t
v () == (3)

Note que, apesar de valer para quaisquer dois pontos, esta estimativa deixa de ser t1til para
pontos de mesma ordenada, pois a estimativa da zero e nao acrescenta nada de novo. Entretanto,
veremos uma utilidade fundamental desta estimativa no seguinte

Corolario 6.3.1. Dados dois pontos P e Q na mesma abscissa, digamos, P = (xo,90) ¢ Q =
(xo,11), com y; = yo temos que d(P,Q) = log(y1/yo) e este valor € alcangado (unicamente) pelo
segmento de reta vertical que os une, isto €, a reta realiza o menor comprimento. 0

Demonstracdao. Basta lembrar que a reta possui o mesmo comprimento da cota inferior estabelecida
na proposicao. Para a unicidade, note que, se a curva nao for um segmento de reta, entao teremos
2'(t) > 0 para algum ¢ (na verdade, para um certo intervalo, pela continuidade de 2/(t)), donde a
integral que fornece o comprimento sera estritamente maior que a da reta vertical. [

Neste caso, vemos que a reta realiza o menor comprimento tanto da geometria hiperbdlica
quanto euclidiana. Na verdade, isto s6 ocorre neste caso, como veremos adiante.

Apesar de ja sabermos que a distancia no semiplano estd bem definida, apresentaremos uma
demonstracao alternativa que utiliza mais diretamente as caracteristicas de H. Em especial, a
estimativa que acabamos de deduzir.

Proposicao 6.4. (H,d) é um espago métrico. O

Quero mostrar agora que pontos diferentes possuem distancia maior de zero. Caso os pontos
tenham ordenadas diferentes, isto pode ser visto usando o coroldrio 6.3.1. Vejamos agora o caso
em que as ordenadas sdo iguais (e, portanto, as abscissas serdo necessariamente diferentes). Seja
v : [a,b] — H uma curva. Se a ordenada desta curva é limitada por y* = yo + 1, podemos estimar
o comprimento da curva por baixo supondo que ela esta inteiramente nesta ordenada (isto vem do
fato j& discutido que quanto maior é a ordenada, menor é o comprimento da curva). Formalmente:

lhyp(a

_ P (1)? + (1) "o’ (t)] - "2 (1)) T1—To
)—L o) dt>L dt/L —dt > 0

/
y(t) y y*

Se, entretanto, a curva nao for limitado por y*, pelo teorema do valor intermediario, deve
haver um t* tal que v(t*) = y*. Entdo, o comprimento da curva serd maior que o comprimento
da restrigao para [a,t*], que por sua vez terd um comprimento maior do que o comprimento se a
curva tivesse apenas ordenada em y*. Formalmente:



¥ '(¢ *
Iy () >J Ol 4t > 1og (y—) >0

o y(t) Yo

Uma vez que y* > 1y, por definicao. Em qualquer hipétese, temos:

lhyp(@) = min {xl _*xo,log <y_)} > 0
Y Yo

que conclui nossa demonstracao.

As outras propriedades se fazem do mesmo modo do lema 6.1.

6.4.1 Algumas isometrias

Relembramos que o semiplano superior pode ser tratado tanto como parte de R* como C. O
intercambio entre os dois modos de ver ficara mais nitido nesta secao.

Daremos agora alguns exemplos de isometrias do plano hiperbdlico. Para provar que uma
certa fungao ¢ é uma isometria, note que é suficiente mostrar que, para toda curva v, vale que

U{poy)=1)

Fungoes do tipo Hy : H — H, H)(z) = Az com A > 0 s@o chamadas de homotetias. Estas
funcoes criam o efeito de zoom in ou zoom out focadas na origem. Nao é dificil ver que, para
qualquer curva, [(Hy o) = l(7), donde homotetias sao isometrias. Este fato pode parecer sur-
preendente a principio, dado o efeito de ampliagao e redugao que estas fungoes exibem, mas na
verdade, estas fungoes também deslocam os objetos para cima e baixo. Por exemplo, uma reta que
vaide (—1,1) a (1,1), se torna uma reta que vai de (—2,2) a (2,2). A reta aumenta de comprimento
(no sentido euclidiano), mas também sobe no plano e um efeito anula o outro. Em coordenadas
polares, é possivel ver que uma homotetia leva um ponto de (r,8) para (Ar,6), aumentando a
distancia da origem mas mantendo o angulo com o eixo real.

Translages no eixo real, do tipo T, : H — H dadas por T;(z) = z + b com b € R também sao
isometrias. Translagoes imaginarias nao sao. Isso mostra como o plano é simétrico na horizontal
mas “nao simétrico” na diregao vertical, confirmando o que ja sabiamos.

A reflexao R(z,y) = (—z,y) também é uma isometria. Em notacdo complexa, R(z) = —Z.

Por fim, temos uma funcao que merece uma atengao um pouco maior. E a inversdao. Dado um
ponto P, a inversao leva este ponto para um outro ponto @) da reta OP, de modo que d(0,Q) =
1/d(0, P). E fécil ver que esta fungdo em coordenadas polares serda dada por I(r,8) = (1/r,0).

Passando para coordenadas cartesianas, teremos I (x,y) = ( , € para numeros comple-

_r __Y
x2+y2’ x2+y2
xos, I(z) = 1/z. Note que esta funcdo deixa o (semi) circulo unitério invariante. A acao dela é
semelhante a da homotetia, isto ¢, apesar de reduzir e ampliar coisas, esta funcao leva coisas de

um lugar do plano para outro, onde as contribuigoes para a distancia sao maiores ou menores.



Algo que nao foi comentado mas que é muito importante e facil de ser provado, é de que todas
estas funcoes sao bijetivas, caso contrario, nao poderiam ser isometrias.

Apenas com translacoes e homotetias ja é possivel ver que o plano hiperbdlico é um espaco
homogéneo:

Proposicao 6.5. O espago métrico (H, d) é homogéneo. O

Demonstragao. Sejam P = (zg,y0) e @ = (x1,71) pontos quaisquer de H. Note que ¢1(0,1) =
(T, © Hyy)(0,1) = P, donde (0,1) = ¢;'(P). Analogamente, ¢5(0,1) := (T, o H,)(0,1) = Q,
donde (¢3 0 ¢_1)(P) = . Como inversas e compostas de isometrias também sdo isometrias, para
qualquer par de pontos achamos uma isometria que leva um no outro, donde a afirmagao segue. W

Enunciaremos agora, sem provar, um lema que nos ajudara a estudar as geodésicas do plano.

Lema 6.6. Sejam v : I — H uma curva C* por partes e ¢ : H — H uma isometria. FEntao
l(y) = U o). 0

6.4.2 Geodésicas

Caracterizaremos agora as geodésicas do plano hiperbélico, isto é, informalmente, as curvas que
desempenham o papel das retas na geometria euclidiana. J& vimos que retas também desempenham
este papel para pontos com a mesma abscissa e veremos agora que os arcos de circunferéncia com
centro no eixo real desempenham esta funcao para o outro caso. Antes disso, vejamos que dados
dois pontos ¢é tnico o arco de circunferéncia nestas condigoes.

Lema 6.7. Sejam P = (z9,y0) ¢ Q = (x1,y1) pontos de H. Se xq # w1, entdo existe e € unica a
circunferéncia de centro no eixo real (isto €, centro (c,0)) que passa pelos dois pontos. 0

Demonstrag¢ao. Tome o ponto (c,0) tal que:

2 2 2 2
To+ Yy —T7 —Yq

2(370 — 1'1)
er = ||P—(c,0)|| e veja que o circulo de centro (¢, 0) e raio r satisfaz as condigoes especificadas.
Agora, igualando || P—(c,0)|| = ||Q—(c,0)]|, é possivel ver que ¢ necessariamente deve ter a férmula
descrita acima, donde vem a unicidade. [ |

A prova de que arcos de circunferéncia minimizam distancia utiliza o lema 6.7 e o fato que
existem isometrias que levam retas verticais nos arcos. Para ver isto usaremos o lema a seguir.

Lema 6.8. Sejam P = (xg,y0) € Q = (x1,y1) pontos de H. Se xq # 1, entdo existe ¢ : H — H
isometria tal que ¢(P) e ¢(Q) possuem a mesma abscissa. Além disso, se 7y : [p,q] — H € o arco
de semicirculo ligando P e Q, entdo a imagem por ¢ de y([p, q]) € o segmento de reta entre ¢(P)

e $(Q). 0



Demonstracao. Seja C' o semicirculo que passa por P e (). Sejam c e r a abscissa do centro e o raio
de C, respectivamente. Tome entao a translacao T,_.. Seja a uma parametrizacao em coordenadas
polares de T,_.(C'), de forma que o raio de o coincida com seu centro e a circunferéncia se torne
tangente ao eixo imaginario. Deveremos ter, necessariamente:

(p(t) cos(6(t)) —r)* + p(t)*sin*(0(t)) = r* =

p(t)? cos?(0(t)) — 2rp(t) cos(B(t)) + r* + p(t)? sin®(0(t)) = r?
= p(t)® = 2rp(t) cos(0(t)) = p(t) = 2rcos(A(t))

Tomando entao 6 = t, ficamos com a curva a : (0,7/2) — H, «a(t) = (2rcos(t),t), em coorde-
nadas polares. Seja [ a inversao. Entao

(Ioa)(t) = (#os(t)’t)

Passando para coordenadas cartesianas, ficamos com:

1o = (5057

E é facil ver que esta reta parametriza a semirreta x = 0. Como [ e T,_. sao isometrias e
P, Q) € C, segue que a isometria [ o T,_. leva P e () para o eixo imaginario. |

Teorema 6.9. Sejam P = (z9,y0) ¢ Q@ = (x1,y1) pontos de H. Se xq # x1, entao o arco de
circunferéncia Cpg ligando P a Q) € a unica curva com a propriedade de que [(Cpg) = d(P, Q). O

Demonstracao. Pelo lema anterior (6.8), sabemos que existe uma isometria ¢ que leva Cpg em
um segmento de reta no eixo imaginéario. Assim, ¢~! é uma isometria que leva a um segmento de
reta vertical no arco Cpg. Uma vez que isometrias levam curvas de menor comprimento em curvas
de menor comprimento (falta provar) e que segmentos de reta verticais sdo curvas minimizantes,

segue que [(Cpg) = d(P, Q). |

O teorema abaixo estabelece um critério definitivo sobre quais curvas sao geodésicas completas.

Teorema 6.10. Seja v : I — H um geodésica completa. Entao, ou vy é uma semi-reta vertical, ou
v € um semi-circulo centrado na reta real. 0J

A proposicao seguinte diz que, no sentido do programa de Erlagen, geodésicas sao objetos de
estudo da geometria.



Proposicao 6.11. Seja v : [a,b] — H uma geodésica e M uma isometria. Entdo a curva p :
[a,b0] — H, p = M oy também é uma geodésica. O

Demonstragao. Tome t € [a,b]. Como ~y é geodésica, existe € > 0 tal que

s —t| <€ = d(y(t),7(5)) = I(7] L)

Tomando o mesmo € e |s — t| < e, como M é isometria, vem que:

d(p(t), u(s)) = d(M o~(t), M ov(s)) = d(v(t),7(s)) = l(7[Ls)

Como isometrias preservam comprimento de curvas (lema 6.6), temos que [(y|[s) = (M o
Y st) = (1| 1s), donde:

s —t] <€ = d(u(t), u(s)) = U(ulls)

Pela arbitrariedade de ¢ concluimos que isometrias levam geodésicas em geodésicas. ]

O lema a seguir mostra uma propriedade técnica das geodésicas e nos auxiliara a achar o grupo
de isometrias do semiplano.

Lema 6.12. Sejam P = (0,y0) e Q@ = (0,y1) com 0 < yg < y1. Entdao para toda geodésica completa
gc H com P € g, sio equivalentes:

o diy(P,Q) = dpnyp(Q, 9);

® g = go, onde go = Sy, N H, sendo Sy, o circulo euclidiano de centro na
origem e 1aio o.

O

A demonstracao deste lema pode ser vista em detalhes em [Bon09]. Veremos aqui apenas a
ideia da prova. A parte mais facil é provar que a segunda afirmacao implica na primeira. Para
tanto, note que P é o ponto da circunferéncia cuja ordenada é um maximo global. Assim, tomando
qualquer outro ponto S = (x,y), podemos estimar a distancia dele a () por baixo usando o ponto
(0,y) (proposicao 6.3). Por outro lado, a distancia de P a (0,y) serd maior que a de P a (), uma
vez que y; > ¥, pelo que ja foi comentado.

Para a reciproca, a prova sera por absurdo, isto é, suporemos que a geodésica nao esta centrada
na origem mas que mesmo assim a distancia entre () e a geodésica empata com d(P,(Q), isto
é, nao ha outro ponto da geodésica com distancia a () menor que P. Chame a abscissa do

centro da geodésica de a. Usaremos o Teorema da Fungiao Implicita na fungao F(z,y) = 2% —



2ax + y* — y? (certifique-se que d,F(0,yy) # 0) para obter uma fungao s : (—e,e) — tal que
t — (t,s(t)) parametriza um trecho da geodésica. Para cada t, podemos calcular explicitamente a
o comprimento da reta ligando @ a (¢, s(t)), fazendo uma funcao I(t). Agora, basta calcular I’(0)
e serd possivel ver que [(0) # 0, donde [(t) é estritamente mondtona numa vizinhanga de 0, e
portanto hé ty tal que d(P,Q) = 1(0) > I(ty) = d(Q, (to,s(to))). No calculo de I'(0) usamos que
s'(0) # 0, que pode ser visto usando a rela¢ao que o proprio Teorema da Fungao Implicita nos da
para derivada de s.

Corolario 6.12.1. O lema vale ainda que as abscissas de P e Q) nao sejam zero. 0

Basta tomar translagoes horizontais e lembrar que sao isometrias.

Por fim, vamos tentar atacar esse problema por outra abordagem: uma abordagem com mais
“cara” de geometria diferencial. Vamos utilizar simbolos de Christoffel e a equacao da geodésica
para obter equagoes diferenciais para elas. O primeiro passo é justamente calcular estes simbolos.
Uma vantagem nossa é que o semiplano precisa de apenas uma carta, entao as coordenadas na
verdade serao globais. O tensor métrico, escrito nessas coordenadas, fica a matriz tal que

1
ngw = ) Z V; W;
U
Donde se vé que deve-se ter g;; = #&j e portanto:

2
= ——0;:0
oxy, y3 Y k2

Pois g;; depende apenas da segunda coordenada. Noto também que g“ é a inversa de g;;:
claramente g% = y20*. Substituindo tudo isso em 6.2, obtemos o seguinte:

rt_ _L/01 r2 _ 1/=10
y\1l 0 y\ 0 1
E que da origem as equacoes:

{Ji” _ %x’y’ (6 3)
y// _ l(y/2 _ x/Q) ’

Y

6.4.3 O Grupo de Isometrias

Nesta secao finalmente acharemos o grupo de isometrias do plano. De antemao, informo que este
grupo tem ligacoes bem fortes com um outro grupo ja conhecido por nés da segao 4.2: : Mob, (R).
Recomendo que a secao citada seja lida antes desta. Relembro desta secao o fato importante que



qualquer elemento de Mob, (R) pode ser escrito de forma que ad — bc = 1. Relembro também a
notacao fir, M € SL(2,R) para as transformagoes de Mébius que estava sendo utilizada.

Primeiramente, vejamos que elementos desde grupo estao bem definidos tendo o plano hi-
perbolico como dominio e contradominio.

Proposigao 6.13. Sejam ¢ € Mdb, (R) e z € H. Entdo ¢(z) € H. O

Demonstragao. Como ¢ € Mob, (R), existem a, b, ¢, d € R tais que ad — bc = 1 e:

az +b
cz+d

¢(2) =

Ja sabemos que ¢(z) € C. Basta agora provarmos que Im(¢(z)) > 0. De fato:

Im((2)) — Im ((az +b)(cz + d)) . <ac|z|2 + adz + bez + bd)

lcz + d|? lcz + d|?

(ad —bc)Im(z)  Im(z)
lcz +d>? ez +d?

>0

Além disso, é possivel mostrar que os elementos de Méb (R) sao biholomorfismos de H preser-
vando portanto a orientagao.

H4 dois tipos especiais de transformagoes de Méb, (R), que sdo isometrias do plano hiperbdlico
ja bem conhecidas. Dados A > 0 e b € R, considere:

th= (? 1/Oﬁ>

1 b
n= o)

Nao é dificil ver que a primeira matriz corresponde a homotetias H) e a segunda a translacoes
Ty. Note que nao hé nenhuma transformagao em Mob, (R) que corresponde a inversao I, pois ela
muda a orientagdo do espago. Agora, aproveitaremos a semelhanga de Mob, (R) com SL(2,R)
para reciclar um teorema importante:

Proposicao 6.14. Sejam a,b,c,d € R tais que ad — bc = 1. Entao as funcoes ¢, : H — H tais
que:
az+0b

cz+d

¢(2) =



cz+d
azZ+b

Sao isometrias. O

Demonstracao. Caso a # 0, basta notar que

$(z) = (Te 0 Hp 0 [0 Th)(2)

Além disso, ¢(z) = (I o)(2). A afirmagao entao segue do fato que as fungdes citadas sao
isometrias como ja visto e que composicao de isometrias é isometria.

Se, por outro lado, a = 0, devemos ter necessariamente ¢ # 0. Sejam a’ = ¢ =c¢, d =d e
b =b+d. Dai, a’ # 0. Além disso, a’d —b'¢ = cd—cd —bc = —bc = ad —bc = 1. Assim, podemos
usar o resultado anterior e notar que a fungao ¢ : H — H
az+b cz+b+d

> =

dz+d cz+d

E uma isometria. Agora, basta ver que o(z) = (T-1) o ¢)(2), e portanto ¢ ¢ isometria. O fato
de ) ser isometria vem do fato que ¢ = I o ¢. |

Lema 6.15. Seja v uma geodésica completa. Entdao existe M € SL(2,R) tal que fyy oy € a reta
L = {z € H; Re(z) = 0}. O

Demonstragcao. Sabemos, pelo teorema 6.10, que geodésicas completas podem ser ou retas verticais,
ou semicirculos centrados na reta real. Se for o primeiro caso, a transformagao que estavamos
procurando serd trivialmente uma translacdo, que ja vimos pertencerem a Mob, (R). Suponha,
do contrario, que seja o semicirculo. Seja entao v este semicirculo, intersectando o eixo real nos
pontos a e b e suponha sem perda de generalidade que a < b. Afirmo que a seguinte transformagao
transforma v numa reta vertical:

z b
Vb—a Vb—a

fu(z) = 73
b—a b—a

Pelo lema 6.6, sabemos que ( fy;0y)(t) é uma geodésica, isto é, ou é um trecho de reta vertical ou
é um semicirculo centrado nalgum ponto do eixo real. Se tq é tal que (o) = a (ou lim;_,,, ¥(t) = a),
é facil ver que (fa o )(to) = fu(a) = oo (caso se sinta desconfortavel, transforme esta igualdade
num limite). Como semicirculos ndo tomam valor no infinito (ou, como sao limitado, ndo pode
haver algum limite tendendo ao finito), sé nos resta assumir que (fy; o y)(t) é o trecho de uma
reta vertical. Podemos fazer o limite pelo outro lado dando zero. Por continuidade, s6 nos resta
assumir que (fys o y)(t) é uma reta vertical. Agora, recaimos no caso anterior e podemos realizar
uma translagao. Lembrando do fato de que Mob, (R) é um grupo, sabemos que a composigao delas
ainda esta no conjunto, o que conclui nossa demonstracao. [



Agora iremos caracterizar definitivamente o grupo de isometrias do plano hiperbdlico. Antes
disso, veremos um lema que nos servira de auxilio para encontrarmos o grupo de isometria. O lema
diz que as tnicas isometrias que deixam todos os pontos do eixo imaginario fixos sao a identidade
e a reflexao em torno deste eixo.

Lema 6.16. Seja ¢ uma isometria de H tal que ¢(iy) = iy, Yy > 0. Entdo ¢(2) = z ou ¢p(2) = —Z,
Vz e H. O

Novamente, detalhes em [Bon09]. A ideia da demonstragao consiste em notar primeiro que as
geodésicas completas centradas na origem sao fixadas pela isometria. Para ver isso, usamos que
a imagem por ¢ de uma geodésica é uma geodésica (lema 6.6), tomamos um ponto P no eixo
imagindrio acima da geodésica e, usando o fato que ¢ é uma isometria e que ¢(P) = P, pela
unicidade do lema 6.7, concluimos que a imagem da geodésica pela ¢ deve ser a propria geodésica.

Depois, dado um ponto z, tomamos a geodésica que contém z, centrada na origem e que
atravessa o eixo y em ). Devemos ter que d(Q,z) = d(Q, ¢(2)). E possivel mostrar que isso s6
acontece se ¢ = z ou = Z. Isso pode ser feito usando férmulas explicitas para a distancia entre
pontos ou podemos nos convencer que z e ¢(z) devem ter a mesma ordenada. De qualquer forma,
basta agora usarmos a continuidade para mostrar que ¢(z) ou ¢(z) = —z, Vz € H.

Veremos agora que as funcoes ¢ e 1 definidas na proposicao 6.14 sao as tnicas isometrias do
plano hiperbdlico

Teorema 6.17. Seja Isom(H) o grupo de Isometrias de H. Entao:

Tsom(H) = {far : M e SL(2)} U {T o fur : M € SL(2)}
0

A ideia da demonstracao é tomar uma isometria que preserva orientacao e mostrar que é
possivel compd-la com um transformagao de Mobius fj; de tal forma que ela fixe a semirreta
imaginaria. Pelo lema 6.16 e usando a hipdtese que a transformacao preserva orientacao, devemos
ter necessariamente que esta composicao é a identidade, e portanto que a isometria é a funcao
inversa de fj;, donde segue que é uma transformacao de Mdébius.

A parte chata da demonstracao é mostrar a existéncia da transformacao de Mobius satisfazendo
a propriedade citada acima. Na verdade, pelo lema 6.15, podemos achar uma transformagao de
Mobius que compondo com a isometria torna a semirreta imagindria invariante. Podemos ainda
compor com uma homotetia para garantir que ¢ fique invariante. Entao, a parte realmente chata é
mostrar que, dado que esta composicao deixa ¢ invariante, entao também deixa todo outro ponto
da semirreta imagindria invariante para usarmos o lema 6.16.

Vejamos uma expressao para o diferencial das isometrias.

Proposicao 6.18. Seja ¢ : C — C dada por:

az+b
cz+d

¢(2) =




Entao:

ad — bc
dg=(v) = (cz + d)2v
O
Proposicao 6.19. Isometrias preservam a métrica. Isto €, se ¢ é uma isometria, entao
9o(z) (de=(v), d(:(w)) = g:(v, w)
onde v e w estao em T,H.
O

Corolario 6.19.1. Isometrias preservam a norma, isto é, se ¢ € uma isometria, entao ||do.(v)||lm =
[|v]]e [

Ja vimos que o semiplano é homogéneo, isto é, dados dois pontos P, (), existe uma isometria
que leva um no outro. Agora, veremos que o semiplano é isotrépico, isto é, dados dois pontos p e
q quaisquer e vetores quaisquer v € T,H, w € T,H, existe uma isometria que ao mesmo tempo leva
p em ¢ e cuja diferencial leva v em w.

Proposicao 6.20. H € isotrdpico. O

6.4.4 Area

Em acordo com o que foi comentado na subsecao 6.2.6, a area “hiperbdlica”de um subconjunto
E < H pode ser definida por:

pm(E) = H %dwdy

E temos que:

Proposicao 6.21. Areas sio preservadas por isometrias. Isto €, se ¢ € uma isometria do semi-
plano, entio s(E) = p(6(E)) O

Ao comparar com a area usual do plano, observamos caracteristicas semelhantes aquelas co-
mentadas quando comparamos as distancias. Ponto com ordenada menor contribuem muito mais
para a area.



6.4.5 Algumas expressoes uteis

Aqui iremos expor algumas relacoes praticas para a distancia hiperbdlica.

Proposicao 6.22. Vale as sequintes expressoes referentes a distancia hiperbolica no modelo do
semiplano superior:

cosh(d(z,w)) =1+ %
tanh(%d(fz’ w)) ||;__5*||

6.5 O Disco de Poincaré

Comecamos aqui o nosso segundo modelo do espago hiperbdlico. O leitor podera notar claramente
que todas as construcoes aqui serao muito mais faceis e diretas. Isto porque basta acharmos uma
isometria entre este modelo e o do semiplano e importar todos os resultados que ja conhecemos de
la. Este sera o argumento ubiquo nesta secao.

Nosso objeto desta vez serd o disco unitdrio B := {(x,y) € R%; 2% + y?> < 1} ~ {z € C; |2|* < 1}.
A métrica sera dada por:

4
g:(v,w) = m@ﬂ@

Apesar de ser uma expressao um pouco mais desengongada, ela ainda é da forma g, (v, w) =

f(2){:, ), com:

4
T

O que ja garante que a distancia induzida por esta métrica de fato estd bem definida, pelo lema
6.1. A norma ficara:

2

Hlele_—WHUH



E o comprimento de uma curva 7:

o) - [ 2T

1 —2(t)? —y(t)?

O disco unitario munido da distancia obtida tomando o infimo destes comprimentos é chamado
de Disco de Poincaré.

Se formos comparar esta distancia com a euclidiana, vemos que pontos com maior modulo, isto
é, mais proximos (no sentido euclidiano) da fronteira do disco contribuem mais para a distancia
hiperbdlica. Analogamente, esperamos que, se dois pontos estao muito proximos da fronteira,
entao a geodésica tende a se afastar da borda e depois voltar. Veremos que de fato isto ocorre e
as geodésicos serao arcos de circunferéncia que incidem perpendicularmente na fronteira do disco
de Poincaré. Isto nao ocorre, por outro lado, com pontos que estao no eixo y, por exemplo. Pois,
para qualquer que seja o lado que a curva penda, ficara mais préxima da borda. De modo geral,
se dois pontos sao colineares com o centro do disco entao a geodésica é uma reta de fato.

O préximo lema nos dard uma transformacao de Mobius que é isometria entre o semiplano e o
disco de Poincaré:

Lema 6.23. A funcao:

z—1
D(2) =
() Z+1
E chamada de transformacao de Cayley e é uma isometria entre H e B. U

Demonstracao. A transformacao de Cayley é uma transformagao de Mobius, entao ja sabemos que
é bijetiva quando vista de C em C. Note que:

(z —1)(Z +1) _ 22 +i(z—2)+ 1 . 4Im(z) o 4Im(z)
(z+0)(z—1) |2P—i(z—2)+1 |22 +2Im(z) + 1 |z + 4|2

[@(2)[* =

Entao, quando restringimos o dominio para o semiplano superior, a imagem cai dentro do
disco unitario, e estda bem definida. Isso nao altera a injetividade, mas temos que verificar a
sobrejetividade. E fécil constatar que:

Portanto:

>0

—i(z+ 1)(Z - 1)) 12

|z =12 Clz-1p

Im(®71(2)) = Im (



Entao, dado qualquer ponto do disco unitario, vai existir um ponto do semiplano superior que
¢ mapeado nele, donde a restricao da transformacao é bijetiva.

Meros calculos mostram diretamente que a diferencial da transformacao é dada por:

dd,(v) = e iii)QU

Entao:

4 21 21

(79):L00) = Gore (010200 = Ty o v

= 4(|Z+i|2)2 i VW) = —1 v, W
" Y (G Tmep

Lembre-se que a primeira entraa do produto interno é anti-linear! [

Calcularemos a transformacao de Cayley para alguns pontos para ter uma ideia geral de como
esta isometria age. E possivel ver, por exemplo, que ® leva o circulo no infinito na fronteira do
disco e ¢ na origem do disco. Além disso, achemos os pontos que vao nos quatro pontos cardeais
do disco. Os pontos 0, 1, o0 e —1 sao mapeados em —1, —i, 1 e i respectivamente. Vemos entao
que hé como se fosse uma rotacao de —90 graus entre o semiplano e o disco. A transformacao de
Cayley nao é a unica a fazer esse tipo de coisa. Por exemplo, —® age de forma parecida.

Da proposicao 6.22, podemos tirar como resultado:
Proposicao 6.24. Se d é a métrica do disco, entao vale que:

2|z — w|?
(1 =12 = [wl?)

cosh(d(z,w)) =1+

6.5.1 Isometrias

Teorema 6.25. O grupo de isometrias de B € o subgrupo de Mob(C) tal que d = a, ¢ = b e
la|?> — [b]* = 1. O

Demonstragao. O primeiro passo é mostrar que toda isometria do disco é da forma ® o T o 1,
com 71" isometria do semiplano. [ |



Este grupo é homomorfo ao grupo SU(1,1), que é o grupo das matrizes

(52)

Com |a|* — 8> = 1.

Uma classe importante de isometrias do disco de Poincaré sao as rotacoes. Para uma rotacao
de angulo 6, tome a = exp(if/2) e 5 =0

6.5.2 Geodésicas

Proposicao 6.26. As geodésicas de B sao os circulos ortogonais a 0B, incluindo as linhas retas.

O

6.5.3 Area

Conforme foi discutido, podemos definir drea no Disco de Poincaré como:

in2) = || e

E possivel mostrar que esta definicao é consistente com a area do semiplano. Isto é:

Proposigao 6.27. Seja E < B. Entio up(E) = pug(®~H(E)). O

6.6 O hiperboloide

Para este modelo, o conjunto que consideraremos é uma esfera no espago de Minkowski. Refres-
quemos a memoria.

Definigao 6.2. Espago de Minkowski é um espago vetorial real (ou espac¢o afim) de dimensao
finita munido de uma forma bilinear simétrica nao degenerada de indice 1. &

Onde:

Definicao 6.3. Se B é uma forma bilinear, entao o indice de B é o nimero da dimensao do
subespaco de maior dimensao possivel onde a forma é negativa definida, isto é, onde v # 0 —
B(v,v) < 0, para todo v do subespaco. &



Espagos de Minkowski sdo sempre isométricos ao R™ com a forma bilinear h(v, w) = vjwy + ... +
Up—1Wp—1 — UpWy,, onde v = (vy,...,v,) e w = (wy,...,w,). Esta forma serd chamada neste texto
de produto de Minkowski. Este produto nao é um produto interno, caso exigirmos que produtos
internos sejam positivos definidos. (Isto é, nem sempre vale que v # 0 = h(v,v) > 0). Tome,
por exemplo v = (0, ..., 1). Assim, ao falarmos espaco de Minkowski estaremos sempre nos referindo
ao R™ munido do produto de Minkowski, por ser menos abstrato. Mais especificamente, estaremos
interessados no R3.

Note que o conjunto {v € R? tal que h(v,v) = —1} é uma esfera “de raio -1”com relagao ao
produto de Minkowski. Mas trata-se do conjunto 2% + y* — 22 = —1, que é um hiperboloide, com
duas folhas (de revolugao em torno do eixo z). O conjunto que estaremos interessados nesta segao
é especificamente a folha superior do hiperboloide: {H = (z,y,2);2 > 0,2* + y* — 22 = —1}, 0 que

justifica 0 nome do modelo (modelo do hiperboloide).

Para as pessoas menos familiarizadas, vale saber que o espaco de Minkowski é o espaco fisico
segundo a teoria da relatividade restrita de Einstein. As pessoas mais familiarizadas sabem que
este espago nao é uma variedade riemanniana pois, como vimos, h(-,-) ndo é um produto interno.
Entretanto, a restricao de h a ‘H constitui-se sim uma métrica riemanniana.

Isso, entretanto, nao sera tao importante pois definiremos distancia de um jeito diferente do
que estavamos acostumados a definir. Definiremos:

dy(p,q) = arcosh(—h(p, q))






Capitulo 7

Grupos Fuchsianos

7.1 Definicao

Um grupo fuchsiano é um tipo particular de subgrupo de PSL(2,R). A condigao extra requerida é
que a a¢ao deste subgrupo no espaco hiperbolico nao produza érbitas continuas, em algum sentido.
A maneira precisa de formular esta condicao pode aparecer das mais diversas formas e esta se¢ao
ird se dedicar a sondar tais formas. Entretanto, podemos deixar claro logo de inicio que o fato
importante, e que deve ser satisfeito por todas as defini¢oes, é que nao haja pontos do espaco
hiperbdlico que sejam de acumulacao para alguma érbita.

Mas qual é a motivacao para tal definicao? Por que a descontinuidade mencionada é impor-
tante? Posso citar dois motivos. O primeiro deles é que tal condi¢cao garante a regularidade do
espaco quociente. Explico. Uma vez que tivermos um grupo fuchsiano I' agindo num espaco X,
cada oOrbita formard uma classe de equivaléncia. Por diversos motivos, iremos querer estudar o
espaco formado pelas classes de equivaléncia, isto é, o espaco em que cada ponto corresponde a
uma érbita inteira. Este espago serd denotado por X /I". A descontinuidade da agao garante, por
exemplo, que o espago quociente seja métrico, ou que seja uma variedade (mais precisamente, uma
superficie de Riemann). Esta aplicacao nos fard estudar espagos métricos quocientes, tesselacoes
e, portanto, poligonos e regides fundamentais, que serao temas das proximas secoes. A segunda
motivacao vem do conceito de fungoes automérficas, mais detalhadas no apéndice histérico. Bre-
vemente, uma funcao automorfica é uma funcao holomoérfica que da os mesmos valores em todos
os pontos de uma oOrbita. Se essa Orbita acumulasse, pela analiticidade da funcao e o fato dela ser
constante numa o6rbita, ela teria que ser constante no espaco inteiro, o que, convenhamos, nao é
uma situagao nada interessante.

Voltando para a definicao de grupo fuchsiano, podemos dividir as defini¢oes que usualmente sao
dadas em duas categorias (equivalentes). A primeira, foca-se no grupo de maneira mais intrinseca,
enquanto espago topolégico. Ela diz que grupo fuchsiano é um subgrupo discreto de PSL(2,R).
Esta maneira exigird que reflitamos qual seria a topologia “natural”’de PSL(2,R). A segunda,
mais focada na agao do grupo, propriamente dita, diz que grupo fuchsiano é um grupo que age
descontinuamente em H. Por sua vez, uma acao ser descontinua é alvo de intimeras definicoes
diferentes.
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Antes de nos debrucarmos sobre as questoes remanescentes sobre a definicao de grupo fuchsiano,
resta uma observacao. Lembro que PSL(2,R) é justamente o grupo de isometrias que preservam
orientacao do modelo hiperbdlico do semiplano superior. Entretanto, como nossa motivacao prin-
cipal ao estudarmos grupos fuchsianos sera estudar uma medida definida na fronteira do espago
hiperbdlico, o modelo mais apropriado sera o do disco de Poincaré, pois este trata todos os pontos
da fronteira de maneira igualitdria. Assim, usaremos a correspondéncia entre o semiplano e o
disco para induzir uma correspondéncia entre PSL(2,R) e PSU(1,1), de modo que, na prética,
um grupo fuchsiano serd para nés um subgrupo de PSU(1,1). Uma maneira alternativa de definir
grupo fuchsiano de modo a contornar este problema seria de definir como um subgrupo do grupo
de isometrias (de algum modelo) do espago hiperbdlico.

Comecando pela mais facil, um grupo fuchsiano é simplesmente um subgrupo discreto de
PSL(2,R), com a topologia sendo aquela discutida no capitulo 4, isto é, a topologia quociente
de SL(2,R). Como também foi visto, vale lembrar que esta topologia admite uma métrica.

Lema 7.1. A a¢do de PSL(2,R) em H ¢ continua. O

Demonstragdo. Considere a funcao p : C x R* — C? definida por p(z,a,b, c,d) = (az + b,cz + d).
Por resultados elementares de topologia e anélise, sabemos que cada fungao coordenada é continua,
e portanto p também o é. Também é verdade que a funcao ¢ : C*\{(z,w); w = 0} — C definida por
q(z,w) = z/w é continua em seu dominio, e daf a fungao r : C x R* - C, r = gop é continua. Em
particular, sua restricdo para os elementos de R* tais que ad — bc = 1 e para elementos do plano
complexo superior é continua. Assim, a a¢ao de SL em H dada por &(M, z) = Ty(2) é continua,
j& que sua topologia ¢ a induzida de R* e a topologia de H empata com a induzida de C.

Seja agora a agdo que realmente estamos interessados: « : PSL(2,R) x H — H e considere
um aberto U < H. Nossa tarefa é mostrar que o' (U) é aberto. Seja ([M],z) € PSL(2,R) x H
arbitrario. Basta mostrar que existem abertos Vi < PSL(2,R) e Vo < H tais que ([M],z2) €
Vi x Vy < a”H(U). Sabemos que & é continua, donde & *(U) é aberto. Note que (M, z) estd nesse
conjunto, e portanto existem abertos Vi © SL(2,R) e V, < H tais que (M, z) € V; x Vo < a~Y(U).
Tome V; = q(V1 e Vo = Vy. Mostrarei que essa escolha de conjuntos satisfaz o que queremos.

Em primeiro lugar, note que ¢(V;) é aberto em PSL(2,R), pois ¢~ (q(V})) é aberto em SL(2, R).
De fato, é facil ver que:

¢ Hq(Vh) ={M e SL(2,R;; M eViou —MeVi}=—-V;uVs

E o conjunto da direita é aberto pois é a uniao de abertos, ja que x — —x é um homeomorfismo
de SL(2,R). Assim, fomos capazes de achar abertos tais que ([M],z) € Vi x V4 < U para todo
U € H aberto e todo ([M],z) € a~}(U).



7.1.1 Acoes descontinuas

Como dito, um conceito importantissimo no estudo de grupos fuchsianos é de uma acao de grupo
ser descontinua. Este conceito, nada tem a ver com continuidade topoldgica. Na verdade, iremos
nos preocupar somente com agoes que no sentido topolégico sejam continuas, mas... que agem
descontinuamente. Esta tultima expressao tem um sentido proprio que veremos a seguir. Peco
desculpas de antemao ao leitor pelo fato das nossas agoes serem ditas “acoes continuas que agem
descontinuamente”, mas infelizmente esta é a terminologia padrao, apesar de algumas tentativas
de mudanca.

Na verdade, ha dois conceitos de descontinuidade. Diremos que a acao de um grupo é livre-
mente descontinua quando satisfizer o conceito mais forte (que acabard nao sendo tao interessante
por ser muito restritivo). J4 quando a agao satisfizer o conceito mais fraco, diremos que ela é
propriamente descontinua. KEste 1ltimo conceito possui diversas e diversas defini¢oes parecidas.
Elas diferem, muitas vezes, pelo objeto que tratam (algumas sdo para espagos métricos, outras
para espagos topolégicos, etc.) e outras muitas vezes sdo equivalentes ou equivalentes assumindo
algumas hipoteses.

O conceito de descontinuidade livre é relativamente mais unanime e comecgaremos por ele.

Definigao 7.1. Seja X um espago topoldgico e G um grupo agindo em X. Dizemos que a agao ¢é
livremente descontinua em z € X quando existe uma vizinhanca V de z tal que gV n'V # () =
g = e, onde e é o elemento identidade do grupo. &

Observo que esta definicao é usada principalmente quando G' é um grupo de homeomorfismos
de X ou quando a agao é continua no sentido topoldgico. Se considerarmos R”, a transformagao
x — x+ 1 seria livremente descontinua em todo ponto. Mas cuidado! Se acrescentarmos o infinito,
como na esfera de Riemann (vide segdo 5.1.1), a acdo nao é livremente descontinua no infinito,
pois é um ponto fixo da transformagao (o0 + 1 = o). De fato, é evidente que uma ag¢ao nunca
pode ser livremente descontinua num ponto fixo.

Antes de comecarmos a investigar as varias definicoes de descontinuidade proépria, vejamos
um conceito que sera muito importante - o de finitude local. Este mesmo conceito possui duas
defini¢oes diferentes que sao equivalentes satisfeitas algumas hipoteses.

Definicao 7.2. Um subconjunto F' de um espaco topolégico X é dito localmente finito se, para
todo x € X, existir uma vizinhanca V de x tal que V n F' é um conjunto finito. F' ¢ dito K-
localmente finito se, para todo conjunto compacto K < X, K n X é finito. &

Proposicao 7.2. Seja X um espago topologico. Se F' < X € localmente finito, entao é K-
localmente finito. Se X for localmente compacto, vale a reciproca. 0]

Demonstracao. Suponha que F é localmente compacto e seja K um conjunto compacto. Para
cada x € K, tome V,, a vizinhanca que satisfaz a definicao de F' ser localmente finito. Como V. é
uma vizinhanca de x, existe um aberto U, tal que x € U, < V, e é facil ver que U, n F também é
finito para todo z. Note que (U,) serd uma cobertura aberta de K, donde admite uma cobertura
finita. Chamemos de (U,,). A intersec¢ao de cada aberto da subcobertura com F' é finita, e como



ha um numero finito deles, vale que a intersecao de F' com a uniao de (U,) é finita. Como tais
conjuntos é uma subcobertura, vale que a interseccao de K com F' é menor que a intersecao com
a subcobertura e portanto também finita.

Para a reciproca, suponhamos que X é localmente compacto. Dado z, vai existir K uma
vizinhanca compacta de x. Por ser F' um conjunto K-localmente finito, a interseccao com K é
finita e dai existe uma vizinhanca tal que a interseccao com F' ¢é finita. Pela arbitrariedade de x,
prova-se que F' é localmente finito [ |

Os espacos tratados neste texto serao sempre localmente compactos, entao o leitor nao precisara
se preocupar com esta hipotese.

E hora de fazer um alerta bem importante. Quando estamos estudando agoes de um grupo num
espaco, frequentemente nos deparamos com elementos distintos g, h do grupo, mas que, entretanto,
gx = hz para algum x (lembre-se que uma agao ser livre é justamente dizer que isso nao acontece).
Apesar do ponto do espaco ser o mesmo, ao estudarmos a Orbita de x, gr e hx contam como
elementos diferentes. Este entendimento sera crucial para o bem esclarecimento do que vem a ser
o conceito de descontinuidade prépria. Iremos, baseados nessa reflexao, introduzir o conceito de
familia localmente finita e K-localmente finita. De fato, acoes de grupo livres estarao longes de ser
as unicas tratadas. Os resultados da proposicao anterior sao naturalmente estendidos para este
novo entendimento, e deixados como exercicio para o leitor fanatico.

Definigao 7.3. Seja (y;)ic; uma familia de elementos de um espago topolégico X indexada por
um conjunto I arbitrario. Esta familia é dita localmente finita se, para todo x € X, existir uma
vizinhanga V' de x tal que existe apenas um ntumero finito de indices em [ tais que y; € V. F é
dito K-localmente finito se, para todo conjunto compacto K < X, o conjunto de indices tais que
y; € K é finito. )

Antes de vermos as defini¢oes, vamos estabelecer uma notagao. #G(A) = {ge G;g9(A) n A #
A}, As seguintes defini¢oes serao listadas por nimero e, quando quisermos nos referir a alguma
em especifica, diremos “acao propriamente descontinua do tipo n”, onde n sera o ntmero.

Definicao 7.4. Seja X um espaco topolégico e G um grupo agindo em X. A acao é dita propri-
amente descontinua em X se:

la) Gz for discreta e G, é finito, para todo x;

1b) Gz for discreta e fechada e G, for finito, para todo x;

2a) Gz for K-localmente finita, para todo x;

2b) Gz for localmente finita, para todo z;

3) nao existir um ponto y € X e uma sequéncia (g,) de elementos distintos de G tais que
gny — x, para todo x

4) #G(K) for finito para todo K compacto;



5) existir uma vizinhanga V' de z tal que #G((V) for finito, para todo x;
&

Um esclarecimento: na condicao 3, acima, queremos dizer o seguinte: g,y — x se, para toda
vizinhanca V' de x existe um ng tal que g,y € V' para todo n > ny. Note que esta nogao de ponto
de aderéncia para sequéncias é diferente da nocao para conjuntos, pois, se adotassemos a mesma
nocao, todo elemento da sequéncia seria um ponto de aderéncia. Para um ponto x da sequéncia
ser de aderéncia é necessario que haja infinitos elementos distintos do grupo que fixem x.

Note que na definicao acima, descontinuidade é um conceito global. Entretanto, podemos
definir descontinuidade pontualmente através das condigoes 3 e 5.

Eis o motivo para termos separado a definicao 1 em duas. Em grande parte da literatura,
a forma como se é enunciada a definigdo é a versao (a). Entretanto, muitos autores, em suas
demonstragoes, concluem que uma érbita nao tem ponto de acumulagao por ser discreta, o que
¢ um tremendo erro! Um conjunto discreto pode ter um ponto de acumulacao, a menos que seja
também fechado. Assim, parece ser o caso que estes autores na verdade querem dizer ”discreta e
fechada” quando escrevem apenas ”discreta”.

Teorema 7.3. Valem as sequintes implicagoes:

a) 1b = 2b = 3 se X for T1; 3 = 1b se além disso X for primeiro contdvel
b) 2b = 2a, 2a = 2b se X for localmente compacto
c) 1b = la; la = 1b se X for métrico e G for uma familia equicontinua de fun¢oes

d) 2a = 4 se X for métrico e G for uma familia equicontinua de fungoes; 4 = 5 se X for
localmente compacto e 5 = 1b se X for T'1

e) 4 = 2a.
f) 2a = 1b se X for localmente compacto e T'1

g) 1b = 3

Demonstracao. Respectivamente:

a) 1. Suponha, por absurdo, que haja pontos z,y tais que, para toda vizinhanca V de x, ha
infinitos elementos de G de modo que gy € V. Como Gy ¢é discreta e fechada, nao deve
ter pontos de acumulacao. Entretanto, para x nao ser um ponto de acumulagao (supondo
que X é T1), deve haver uma vizinhanca V tal que nao haja infinitos elementos de Gy
nesta vizinhanga. A fim de que as duas condigoes sejam verdadeiras, (Gy n Vy) u {z} deve
ser um conjunto finito, mas deve haver infinitos g € G tais que gy seja algum dos pontos
deste conjunto. Obviamente, deve haver algum z neste conjunto tal que gy = z para um
nimero infinito de elementos g € G. Seja Gy, tal conjunto de elementos (distintos) de G.
Veremos, agora, que tal fato contradiz a hipdtese de que o estabilizador de z é finito. Tome



um elemento h qualquer de G, e considere o conjunto G' = {goh™';g € G,,}. Vale que
G' < G,. De fato, (goh™')(2) = g(h™'(2)) = g(y) = z. Entretanto, se g1, g2 € Gy, g1 # Go,
entdo g1 o h™! # gy o h™1. (se fossem iguais, multiplicando por h & direita dos dois lados
chegarfamos a um absurdo) Por fim, como G, é um conjunto infinito, G’ também ser4,
pelo argumento que acabamos de fazer, o que contraria a hipdtese de G, ser finito.

ii. Seja x,y quaisquer. Por hipdtese, existe uma vizinhanca V de x tal que ¢,y € V apenas
para um numero finito de n, e portanto a sequéncia nao pode convergir para x, ja que isso
significaria a existéncia de um ng tal que g,y € V para todo n > ng, e seriam infinitos.

iii. Se o estabilizador nao fosse finito, conseguiriamos obter infinitos elementos distintos do
grupo com (g,x) obviamente convergindo para x. Além disso, suponha que alguma érbita
nao seja discreta. Entao existe um elemento x € Gy, para algum y, de maneira que, para
toda vizinhanca U de x, existe g tal que gy € U e gy # x. Assim, x é ponto de acumulacao
de Gy. Uma vez que Gy tenha um ponto de acumulagao, usando o fato de estarmos num
espaco T'1, isso implicaria que, em toda vizinhanca de x, existem infinitos elementos de Gy.
Com tais elementos, podemos construir uma sequéncia que converge para x usando o fato
que X é primeiro contavel. Assim, toda orbita deve ser discreta e nao pode possuir pontos
de acumulagao enquanto conjunto. Como um conjunto é fechado se, e somente se, contém
todos seus pontos de acumulacao, temos que as érbitas sao fechadas.

b) segue diretamente da proposigao 7.2
¢) i E ébvio.

ii. Suponha que haja pontos = e y tais que y seja ponto de acumulagao para Gz. Como
estamos num espac¢o métrico, isso significa que existe uma sequéncia de elementos de Gz
que converge para y e podemos tomar, sem perda de generalidade, uma sequéncia tal que
gn(x) # gm(x) para n # m. Mostraremos que isso contradiz a hipdtese de Gx ser discreta.
Dado € > 0, como G é uma familia equicontinua, deve existir § tal que d(y,z) < § =

d(g(y),9(2)) < €/2, Vg € G. Além do mais, como x, — y, existe n tal que d(z,,,y) < 0,
para todo m > n. Neste caso, tomando g = g, ' o g, 1, entao:

d(a, 9(x)) = d(x, g, (4))+d(g;" (4), 9(2) = dlg;" (22). 9" (W) +d(g" ), 95 (1)) < 5+5

Onde usamos que d(z,,y),d(x,+1,y) < 0 junto com a equicontinuidade. Assim, para
todo €, somos capazes de achar um g tal que d(z,g(x)) < €. Provaremos que g(x) # x
e isso implicarda que x é um ponto de acumulagao de sua orbita, que portanto nao sera
discreta. Ora, j& sabemos que g,(x) # gn.+1(z) por hipétese. Como g, é uma bijecao,

entdao = = g, (gn(2)) # g5 (gns1(2)) = g(2).

d) i Seja K um compacto que contradiga a tese. Ent@o existe uma sequéncia x,, € K e uma
sequéncia distinta dois a dois g, € G tais que g,(z,) = y, € K. Como K é compacto,
deve haver alguma subsequéncia de (x,) e de (y,) que convirja para algum z € K e y € K
respectivamente. Pela equicontinuidade da a¢do, mostraremos que g, (x) converge para y.
De fato, tome € > 0 qualquer. Entao hé de existir  tal que d(x, z) < § = d(g(z),g9(2)) <
€/2, para todo g € G. Tome agora n; tal que d(z,x,,) < § para todo m = n; e ny tal que
d(gm(zm),y) < €/2, para todo m = ny. Por fim, tome n = max{ny, ny}. Entao:



e)

€

d(gm(x),y) < d(gm(x), gm(xn)) + d(gm(m), y) < % + 3

Para todo m = n. Agora, considere o compacto K’ = {y} U {g,(x) : n > 0}. Vemos que ha
infinitos elementos de g que intersectam K’, o que configura uma contradigao.

ii. Dado x, como X ¢ localmente compacto, existe uma vizinhanca compacta K de . Mas ai,
sabemos que ha apenas um numero finito de elementos de G tais que gK N K é nao-vazia,
donde existe uma vizinhanca de x tal que gV n V seja nao-vazia apenas para um numero
finito de elementos, a saber, V = K.

iii. Dado x, como existe V' vizinhanga de z tal que #G (V) é finito, segue de imediato que G,
é finito. Agora, quero mostrar que Gz é um conjunto discreto e fechado. Pela proposi¢ao
2.1, basta mostrar que Gx nao tem pontos de acumulacao. Suponha, por absurdo, que
tenha e denotemos o ponto por y. Como o espago é T'1, existem infinitos elementos gz
qualquer vizinhanca de y. Tome uma vizinhanca U de y arbitraria. Tome também g, tal
que gox € U, que existe pelo que foi dito. Para qualquer outro ponto z; = g;x € U, note
que gog; 'x; = gox € U, para todo i, donde gog; 'U nU # Q. E facil ver que o conjunto de
elementos gog; ' ¢ distinto dois a dois pois os g; 0 sdo, e portanto ¢ um conjunto infinito, o
que contradiz a condicao 5.

Suponha por absurdo que haja K compacto e z tal que gr € K para infinitos elementos. Seja
S o conjunto de todos os elementos de G tais que gr € K. Por hipdtese, S é infinito. Além
disso, seja y = hx € K para algum h € S. Entdao, Sh™! é um conjunto de elementos de G que
mandam y € K em K. em particular, para qualquer elemento g € Sh™!, temos g(K) n K # @.
O resultado segue do fato que Sh™! é infinito pois a multiplicacdo num grupo por um elemento
é uma operacao injetiva.

Dado z, note que {z} é compacto (e vale em qualquer espago topolégico). Da hipédtese, temos
que ha apenas um nimero finito de elementos do grupo tais que gz € {z}, donde o estabilizador
¢ finito. Resta mostrar que Gz é fechada e discreta, isto é, nao possui pontos de acumulacao.
Suponha que haja tal ponto e denote-o por y. Como o espago ¢é localmente compacto, existe
uma vizinhanga compacta de y. Como y é ponto de acumulagao é o espaco é T'1, deve haver
um numero infinito de elementos da orbita em K, o que contradiz nossa hipétese.

Suponha, por absurdo, que exista um ponto y € X e uma sequéncia de elementos distintos (g,,)
tais que g,y — x. Em primeiro lugar, note que devemos ter g,y = x, para algum n. De fato, se
nao fosse o caso, x seria um ponto de acumulacao para Gy no sentido de conjunto e terfamos
que Gy nao seria fechado, ja que nao teria um dos seus pontos de acumulagao. Entretanto,
como a orbita é discreta, deve haver alguma vizinhanga U de z tal que U n Gy = {z}. Porém,
isto implica que ha infinitos elementos g, tais que g,y = x, donde o estabilizador nao é finito e
caimos numa contradigao.

Resumirei os principais fatos sobre este teorema. O item (a) nos diz que, sobre as condigoes

fracas de X ser Hausdorff e primeiro contavel, 1b,2b e 3 sao equivalentes. Se ainda supormos
compacidade local, estes trés se tornam equivalentes a 2a, como mostra o item (b). Por fim,



supondo que X é métrico e o grupo é equicontinuo, (c¢) e (d) nos dizem que todas as definigoes se
tornam equivalentes, que enunciamos no seguinte:

Corolario 7.3.1. Se X for um espago métrico localmente compacto e G for um grupo equicontinuo
de tranformacoes, entao todas as definicoes de descontinuidade propria sao equivalentes.

Quando formos provar propriedades dos grupos fuchsianos, tentaremos sempre provar assu-
mindo a descontinuidade mais fracas e valera que a propriedade demonstrada é satisfeita para as
outras mais fortes.

Nao vale que la = 4 nem assumindo um grupo de homeomorfismos de um espago métrico
localmente compacto. Tome R?\{(0,0} and f, : (x,y) — (2"x,27"y). Note que o estabilizador de
qualquer ponto é unitario e que as orbitas sao discretas.

7.1.2 Propriedades Basicas

Proposicao 7.4. Seja G um grupo que age descontinuamente (do tipo 2a) em um espago topoldgico
X o—compacto, entao I € enumerdvel. O]

Demonstra¢ao. Dado x € X, pela proposigao 1.23, existe uma bijecao entre G/G, e Gx. Como
x é compacto, G, deve ser finito, e portanto G/G, deve ser nao enumeravel também. Como X ¢é
o—compacto, hd de haver um compacto com um nimero infinito de elementos de Gz, absurdo.

De outro modo: se Gx fosse nao-enumeravel, sabemos que terfamos um absurdo pelo que foi
dito acima. Suponha entao que Gz seja enumeravel. Como G = Uyeax{g € G; gx = y}, devemos
ter necessariamente que {g € G; gxr = y} é infinito para algum x. Usando argumentos cldssicos de
grupo, isso implicaria que GG, ¢ infinito, o que novamente nos leva a uma contradicao.

A demonstracao acima pode ser facilmente alterada para que o teorema continue sendo verdade
ao trocar descontinuidade do tipo 2b por descontinuidade do tipo 1b, por exemplo.

A seguir provaremos o teorema que faz a ponte entre as duas definicoes. Como uma trata da
natureza intrinseca do grupo e a outra trata da acao dele no espaco, é 6bvio que teremos que
assumir uma condi¢ao para a acao. Esta condigao, que propicia a ligacao entre os dois conceitos é
a continuidade da acao.

Teorema 7.5. Um subgrupo I' de PSL(2,R) € discreto se, e somente se age descontinuamente.

U

Demonstracao. Primeiro, suponha que um grupo aja descontinuamente mas nao seja discreto.
Entao, deve existir uma sequéncia v, — I, com [ a identidade. Isto decorre da proposicao 3.4, do
fato da topologia de PSL(2,R) ser T'1, e do fato de subespagos de espagos T'1 serem T'1. Agora,
devemos notar que v, — I = 7,z — 2. Tal afirmacgao pode ser verificada diretamente, ou



podemos usar o lema 7.1. Neste caso, como a acao a : PSL(2,R) x H — H ¢é continua, ela é
sequencialmente continua. Isto é, (vn,2,) — (7,2) = a(Vn, 2n) = Ynzn — V2 = a(7,2). Em
particular, v,z — vz = Iz = z, donde a 6rbita de nenhum ponto ¢é discreta e portanto a acao nao
pode ser propriamente descontinua.

Reciprocamente, suponha que I' seja discreto, mas que nao aja descontinuamente. Entao
existem um pontos z, zg € uma sequéncia (y,) tais que v,z — zo. Entao, devemos ter Im(~,z) —
Im(zp) > 0. Isso nos dd, usando um escélio da proposicao 6.13:

Imz I 1 Imzg -0
— > Imzy = —
lcnz + dy|? 0 |cnz + dp|? Imz

Dai, (|c,z + d,]?) é limitado, digamos, por M; e disto podemos concluir que (¢,) e (d,) sao
limitados. Além disso, temos: |y,2|?> — |20]?. Ou seja:

Como o denominador é limitado, é facil ver que (|a,z + b,|*) também deve ser limitado e,
analogamente, (a,) e (b,) sao limitados. Assim, existe uma subsequéncia de (a,) convergente,
digamos, para a. Tomando a subsequéncia de (b,) correspondente, ela também vai ser limitada
e, portanto, vai haver uma subsequéncia da subsequéncia que serd convergente para b, digamos.
Repetindo este procedimento para todos os coeficientes, obteremos uma subsequéncia convergente
de (v,), para 7, digamos. Como o determinante é uma fungao continua, temos que ad — bc = 1. e
portanto v € PSL(2,R). Usando, por fim, o lema 3.5, o fato de PSL(2,R) ser T'1 e T ser discreto
por hipdtese, temos que I' é fechado, e portanto v € I', mas v passa a ser um ponto de acumulacao
de I' contido em I', o que contraria o fato de I' ser discreto. [

7.2 Exemplos

Exemplo 7.1. (grupos finitos) Comecaremos dos exemplos mais bdsicos possiveis: subgrupos fini-
tos. Como a topologia de PSL é Hausdorff, qualquer conjunto finito € discreto, e portanto qualquer
subgrupo finito serd fuchsiano, como por exemplo {1,J}, onde 1 € a identidade e J(z) = —z71.
Este é um caso especifico de uma classe de subgrupos de rotacoes. Mais geralmente, podemos
definir:

T, — { Co§(k9/2)z + sin(k6/2) <k < n}
—sin(k6/2)z + cos(k6/2)

Onde 0 = 2 /n para algum n natural. Para ficar ainda mais concreto, recomendo que o leitor
construa alguns desses grupos explicitamente, além de calcular a orbita de alguns pontos. Também
recomendo pensar qual seria a forma deste grupo no disco de Poincaré. Note que todos os elementos
serao elitpicos



Exemplo 7.2. (grupos ciclicos) Aumentando um pouco mais a compleridade, veremos subgrupos
mfinitos “simples”, isto €, ciclicos, gerados por apenas um elemento. Fizando b # 0 e A > 0, €
fdcil ver que o subgrupo gerado por uma translacao como Ty, : z — z+b € o grupo constituido pelos
elementos Ty, com k € Z. De semelhante modo, o subgrupo gerado por uma homotetia Hy : z — Az

¢ aquela constituido por elementos da forma Hyx, novamente k € Z.

Exemplo 7.3. Agora vamos ver um exemplo de grupo gerado por 2 transformagdes (uma elitpica
e uma hiperbdlica). Fizando A > 0, considere o grupo gerado pelas transformacoes {H,y, J}.

Exercicio 7.1. Prove que qualquer elemento deste grupo é da forma Nz ou —N¢z7', com k € Z

Exemplo 7.4. (grupo modular) Veremos agora um exemplo nao tao trivial. Considere o subcon-
junto de PSL onde todos os coeficientes sao inteiros. Denotaremos este conjunto por PSL(2,7).
Este grupo ¢ bastante importante em diversas dreas, inclusive teoria dos numeros e tem até um
nome: grupo modular. Uma forma de tornd-lo um pouco mais tratdvel é notar que ele € gerado
por apenas duas tranformagoes (uma elitpica e uma parabélica), a saber: {J,T1}

Exemplo 7.5. (grupos de Schottky) Vamos ver agora um subgrupo gerado por duas transformagoes
hiperbolicas. Jda sabemos que toda transformagao hiperbolica é conjugada a H)y para algum A
e que as transformacoes hiperbolicas fizam dois pontos, sendo que as homotetias fixam 0,00. Se
U(z) = z—j for a transformacdo que leva —1 em0 el em oo e se U™ = —if—i for sua inversa, entao
U=YHyU serd a transformacao hiperbdlica B = iiig que fixa —1 e —1. Como serd o grupo gerado
por elas? Acontece que € possivel mostrar que o grupo gerado por elas € isomorfo ao grupo livre
gerado por dois elementos a,b. FEste fato decorre de um resultado conhecido como “lema do pingue-
pongue”e usa uma propriedade comum a varios grupos gerados por transformagoes hiperbolicas,
que serd explicado a sequir. Considere os circulos (euclidianos) Sy e Sa, ambos centrados na origem
e de raios 1 e X\, respectivamente. (suponha por um instante que X > 1). O sequndo circulo pode
ser pensado como um circulo centrado no infinito. Entao a transformacao H)y leva o exterior de
Sy no interior de Sy. Se Sy =U"1(S)) e Sy = U(S,), entao B leva o exterior de Sy no interior
de Sy. Essa propriedade de jogar uma regidao para dentro da hora € o que motivo o nome do lema
(pingue-pongue). Este tipo de grupo pode ser generalizado e € conhecido como grupos de Schottky.
Mazis explicitamente,

Exercicio 7.2. Prove que os circulos de interesse no exemplo anterior sao disjuntos dois a dois.

7.3 Conjunto Limite

Definigao 7.5. Seja I' um grupo fuchsiano agindo em B. Dizemos que y € B é um ponto limite de
I' quando existe um ponto = € B e uma sequéncia (v, ) de elementos de I tais que lim d(y, v,z) = 0,
onde neste caso d é a restricio da métrica euclidiana para B. O conjunto limite do ponto z, A,(T)
é definido como o conjunto de todos os pontos limites de . O conjunto limite A(T") é definido
como o conjunto dos pontos limites para um = qualquer de B.

Como grupos fuchsianos agem descontinuamente, esta claro que:

Proposicao 7.6. A(I') c 0B O



Proposigao 7.7. SejaI' um grupo fuchsiano. Entio A, (I') = Ay(T'), quaisquer que sejam x,y € B.
Seque que A(T') = A, ("), para todo x € B. O

Proposicao 7.8. Seja I' um grupo fuchsiano. A(I") é um conjunto fechado e invariante pela a¢ao
de qualquer elemento de " O

7.4 Espaco Métricos Quocientes

Comecaremos com um espaco métrico e queremos definir um segundo espaco apds quocientar o
primeiro.

Um modo natural de definir a métrica no espago quociente é a seguinte:

inf{idm,c;»}

onde [Q;_1] = [B;].

Este é o infimo da soma das distancias de uma sequéncia finita de pontos, intercalados com
saltos dentro de uma mesma classe de equivaléncia. E facil ver que a distancia entre dois pontos
do espago quociente sempre serd menor que a distancia entre dois pontos quaisquer representantes
destas classes no espaco original.

Na verdade, esta funcao nem sempre sempre uma métrica. Pode ser o caso, por exemplo, de
haver uma sequéncia de pontos convergindo para P tal que, em cada classe de equivaléncia deles,
hd um ponto préximo de @), de tal forma que eles convirjam para () também. Isto faz com que
a “distancia’entre P e () no espaco quociente seja zero. Apesar disto, a funcao sera sempre uma
semi-métrica. Quando a funcao é uma métrica, diremos que o espaco quociente é proprio.

H&4 duas situacoes de interesse ao tratarmos de espagos métricos quocientes. Uma delas é
quando queremos “colar”lados de um poligono e a segunda é quando o quociente é dado pela acao
de um grupo de isometrias. Em vista disso, a proxima secao comenta um pouco sobre poligonos.
Eventualmente as duas aplicagoes irao se cruzar.

No caso especifico em que o quociente é dado pela agdo de um grupo de isometria (ou seja, as
classes de equivaléncia sendo as drbitas de cada elemento do grupo, cf 1.16.1), hd uma definigao
de distancia equivalente a esta que acabamos de definir:

d([P],[Q]) = nf{d(P,Q), P € [P],Q € [Q]} = inf{d(P,Q),Q € [Q]}

E além disso, ha uma garantia de que a funcao seja de fato uma métrica desde que a acao seja
descontinua (do tipo 2, por exemplo). A igualdade acima é expressao do fato de estarmos tratando
de um grupo.



7.5 Regioes Fundamentais

Uma regiao fundamental pode ser entendida como um conjunto que possui um, e exatamente um,
representante de cada classe de equivaléncia dada pela érbita de uma agao.

Apesar da ideia ser simples, novamente hd bastante divergéncia entre os autores quanto a
definicao formal devido a algumas tecnicalidades. Uma das principais reside na questao do conjunto
conter ou nao as fronteiras, ou uma parte delas. Caso nao contiver (e portanto o conjunto for
aberto), iremos exigir que v, (R) N vy2(R) = @ e que a unido dos fechos: | JyR cubra todo o espago.
Caso contiver (e portanto o conjunto for fechado), iremos requerer que os préprios conjuntos
cubram o espago inteiro e que apenas os interiores deles nao se justaponham.

Outra tecnicalidade é quanto a questao do conjunto ser conexo ou nao. Em caso afirmativo,
chamaremos de dominio fundamental.

Por fim, muitos autores ainda exigem que uma regiao fundamental seja um poligono. Neste
caso, a chamaremos de poligono fundamental. Na verdade, uma regiao fundamental serd um
poligono em praticamente todos os casos de interesse. Para tanto, convém falarmos mais sobre
o que entendemos por poligono. Novamente, a questao de incluir ou nao a fronteira persiste (na
verdade, alguns lugares tratam um poligono até mesmo como sendo apenas a fronteira. Pelo fato
de ser inadequada aos nosso propdsitos, ndo a iremos considerar). Uma maneira simples seria
definir como uma interseccao de um numero finito de semiplanos. Entretanto, esta definicao nao é
muito util para provar os resultados da nossa teoria. No lugar disso, podemos dar como exemplo
a seguinte definicao, que utiliza a convencao de um poligono incluir a borda.

Definigao 7.6. Um poligono é uma regiao X < R? tal que:

a) X é fechado

b) 0X = U1<z’<n E;

Sendo que cada E; é ou um segmento de reta (geodésica, no caso hiperbdlico), ou uma reta ou
uma semirreta. E satisfaz as seguintes propriedades:

i. Cada FE; é fechado
ii. SO se intersectam nas extremidades

iii. Apenas dois elementos de (F;) podem se intersectar num dado ponto.
Cada E; é chamado de aresta e o ponto onde dois deles se encontram é chamado de vértice.

Note que, para nés, um poligono pode ser ilimitado. Sera 1til lembrar que um conjunto é
fechado se, e somente se, possui todos seus pontos de fronteira. Além disso, um conjunto é aberto
se, e somente se, é disjunto de todos os seus pontos de fronteira.



Se precisar, dotaremos os poligonos de uma métrica definida como o infimo dos comprimentos
de curvas de classe C* por partes contidas no poligono, a semelhanca do que fizemos em grande
parte do capitulo anterior. Caso o poligono for conexo, é facil ver que esta métrica coincidirda com
a restricao da métrica euclidiana ao poligono.

Da posse da definicao de um poligono, podemos dizer, simplesmente, que um poligono fun-
damental é aquele que ladrilha o plano conforme varremos o grupo de isometrias. Vemos que
este conceito de ladrilhamento casa bem com a nossa proposta de regioes fundamentais. O nome
técnico para isto é tesselacao, da qual forneceremos um exemplo rigoroso de definicao, novamente
usando a convenc¢ao que nossos poligonos contém a fronteira.

Defini¢ao 7.7. Uma tesselagdo num plano hiperbélico X é uma familia (X,,) tal que:

1. Cada X,, é um poligono conexo

2. Cada par X,,, X,, é isométrico

3. UX, =X

4. A interseccao de dois elementos sao apenas arestas ou vértices, que o devem ser de ambos.

5. (X,) é localmente finito.

[ )

Em vez de exigir que a interseccao da imagem da regiao fundamental por duas isometrias
diferentes seja vazia, podemos simplesmente exigir que nao haja dois pontos da mesma drbita (ou
como é comumente dito, ['—equivalentes ou I'—congruentes) na regiao fundamental:

Proposicao 7.9. Se nao existem pontos x,y € R, R regiao fundamental para ', tais que y € I'x,
entdo nao existem 1,72 € I' tais que y1R N R # {0}

Demonstra¢ao. Provaremos a contra-positiva. Suponha que hajam isometrias v, y2 tais que 1 Rn
YR # {0O}. Entao existe p € v Rny. R, donde existem pontos em R, digamos, x, y tais que vz = p
e 12y = p. Entretanto, teremos y = 75 'p = 5 7.y, donde y € I'z. ]

Temos o seguinte teorema:

Proposicao 7.10. Se um grupo de isometrias I' admite uma regiao fundamental, entao I' age
descontinuamente (do tipo 2). O

Somos deixados entao com o problema de verificarmos a reciproca da proposi¢ao acima. Isto
é, uma vez que nos é dado um grupo de isometrias que age descontinuamente, existe uma regiao
fundamental para ele? Em caso afirmativo, qual seria ela? Existe uma maneira de construir regioces
fundamentais, através de um conceito conhecido como dominio de Dirichlet. Esta ferramenta ira
nos fornecer a reciproca da proposicao 7.10, desde que permitamos poligonos com um nimero
infinito de lados (mas localmente finitos).



Definicao 7.8. Seja I' um grupo de isometrias que age descontinuamente no espaco X. O dominio
de Dirichlet para I'; centrado em P, é o conjunto:

Ar(P) ={Q € X;d(Q, P) < d(Q,~(P)),y €T}

Teorema 7.11. Seja I' um grupo de isometrias que age descontinuamente no plano hiperbdlico.
Entao, para todo ponto P € X, o dominio de Dirichlet Ar(P) é um poligono localmente finito que
forma uma tesselagao do plano. Além disso, se P nao € fizrado por nenhum elemento de I" com
excecao da identidade, entao Ar(P) € um poligono fundamental para T

A prova deste teorema é extensa e pode ser encontrada em [Bon09].

7.6 Funcoes Automorfas

Um dos grandes objetivos da teoria é o estudo das fungoes que coincidem em cada 6érbita, isto €,
das fungoes f tais que f(gz) = f(z) para todo g € G. Uma fungao que satisfaz esta propriedade
(com hipdteses adicionais de regularidade) é dita uma func¢ao automorfa. E claro que podiamos
tomar qualquer espaco e qualquer grupo, mas no nosso caso tomaremos algum modelo do espago
hiperbdlico e algum subgrupo de isometrias que preservam orientacao. Também é ébvio que as
funcoes constantes satisfazem nosso critérios, mas sao exemplos bobos que nao acrescentam em
nada, “funcao automorfa”, a partir de agora, serd um nome reservado para fungoes nao constantes.

Também ¢é 6bvio que podemos construir alguma funcao aleatéria que seja constante em cada
orbita, mas a situacao muda completamente de figura se impormos, por exemplo, que a funcao
seja analitica: a simples questao da existéncia de tal funcao passa a ser agressivamente nao-trivial.
Note que a hipétese do grupo em questao agir descontinuamente faz toda a diferenca aqui: é um
teorema bem conhecido que toda fungao analitica que coincide num conjunto que possui ponto de
acumulagao é constante. Eis um primeiro exemplo concreto do motivo de nos preocuparmos tanto
com a descontinidade das agoes.

H4 duas formas principais de atacar este problema. Uma delas é a de tratar X\G em vez de
X. Qualquer fungao definida no primeiro serd automaticamente automorfa. Esta abordagem se
relaciona mais com a teoria das superficies de Riemann. A segunda abordagem utiliza o método
das séries de Poincaré e serd melhor descrita a seguir.

7.6.1 Séries de Poincaré

Queremos uma funcao que seja invariante sob certo grupo. Para tanto, usaremos o fato que multi-
plicar todos os elementos de um grupo por um elemento recupera todos os elementos originais. As-
sim, um palpite esperto seria definir nossa fungao como um somatério do tipo F'(z) = >, . H(72),
de forma que F(v;2) = > p H(vivz). A segunda série é apenas um rearranjo da série original, e
obtemos a tao desejada condi¢ao F'(;z) = F(z). Se o subgrupo de interesse for finito, acabamos!
Entretanto, a maioria dos subgrupos de interesse sao infinitos e isso levanta uma séria questao:
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a convergéncia da série. E claro que se a funcao H tiver podlos, a convergéncia vai estar severa-
mente comprometida, entao vamos supor inicialmente que estamos considerando a convergéencia
numa regiao onde H nao tem podlos. Mesmo assim, em geral, precisamos acrescentar um fator
multiplicativo na série que dé conta de fazé-la convergir. Se estivermos trabalhando no semiplano
superior, uma ideia que acaba se mostrando frutifera é acrescentar o termo |cz + d|~* para algum
k onde c e d sao os coeficientes das isometrias em questao. Em outras palavras, se nosso grupo for
['= ()Z,. A série de Poincaré é definida como:

oe]

Z(Ciz +d;) " H(v;2)

i=1

E possivel mostrar que a convergéncia uniforme desta série em compactos esta atrelada a
convergéncia da série apenas com os pré-fatores, ja qe em geral pode-se majorar |H(z)| por uma
constante. A questao da convergéncia da série de Poincaré recai entao no problema de convergéncia
da seguinte série:

o0
Z lciz + di|_k
i—1

Por outro lado, é possivel reduzir novamente o problema de convergéncia uniforme desta série
em compactos para a convergencia da sequéncia:

o0
Z i 7
i=1

De qualquer forma, suponha que a série de Poincaré convirja para algum k. O resultado
serd uma funcgao automorfa? Acontece que o acréscimo do pré-fator estraga a propriedade de ser
automorfa, e passamos a ter:

F(yz) = (cz + d)*F(2)

Isto é razoavelmente bom, no entanto, ja que o quociente de duas séries desse tipo nos dara a
tao desejada fungao automorfa.

Podemos notar que o fator que acrescentamos para auxiliar na convergéncia da série tem uma
intima relacao com a derivada de . De fato, podemos escrever:

DI (2) P H(yz2)

vyel

Onde k = 2s



Naturalmente, é possivel construir séries com diversas fungoes diferentes cujo expoente de
convergencia seja igual. Iremos explorar as principais. Antes, um breve interltidio sobre expoentes
de convergeéncia.

Considere, mais geralmente, a seguinte série:

0

—S8
2, %
n=1

Onde (a,) é uma sequéncia qualquer e defina:

0
0 = inf SER;ZCL;S<+OO

n=1

No caso desse conjunto for nao-vazio e limitado inferiormente.

2,

~ell



Capitulo 8

Teoria de Patterson-Sullivan e Medidas
Conforme

Neste capitulo iremos construir a medida de Patterson [Pat76] que serviu de inspiracao para
construgoes semelhantes em diversas areas da matematica.

Comecaremos com um breve resumo. Em primeiro lugar, definiremos uma série que deve di-
vergir e, para tanto, provaremos um lema que garante que isso ocorra sempre, com uma ligeira
modificagao da série original. Usando esta série como peso para medidas de Dirac, construiremos
uma familia de medidas com o intuito de extrair uma subsequéncia convergente desta familia, cujo
limite sera a medida que procuramos. Esta medida, estara concentrada na borda do disco. Por
isso, devemos considerar agora todo o disco. E possivel demonstrar que nao tem como estender
a distancia hiperbdlica para a fronteira. Assim, quando tivermos tratando do disco fechado, tra-
taremos apenas como espaco topoldgico, e nao métrico, com a topologia induzida por R?, e que
empata com a topologia advinda da métrica hiperbdlica dentro do disco.

A série, por sua vez, depende de uma funcao auxiliar. No artigo original do Patterson, esta
funcao é definida como:

11— zw|?

ME ) = TR Tl

Esta fungao pode ser relacionada com a distancia no disco de Poincaré da seguinte forma:

h(z,w) = cosh? (%d(z,w))

Que pode ser obtido mediante 6.24. Noto entao que a funcao h é proporcional a distancia (no
sentido que a fungao cosseno hiperbdlico é crescente), mas h(z, z) = 1.

Entretanto, diversos outros lugares [Bor07, DS12] [outros] usam, como funcao auxiliar:
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g(Z, U)) = exp(d(z, w))

As propriedades sao semelhantes, exponencial é crescente e quando os pontos sao iguais temos

A fungao, em si, nao é tao importante. O que realmente importa é o seu expoente de con-
vergéncia:

Definicao 8.1. O expoente de convergéncia de uma série Y a,* é definido como § = inf{s >
0; > a,® < oo}. Em especial, para um grupo fuchsiano I', o expoente de convergéncia da fungao g
¢ definido como o expoente de convergéncia da série cujos termos sao g(z,yw), v € I' (lembre-se
de que s@o enumerdaveis). Neste caso, indicaremos o expoente como §(I"). )

Por definicao temos que, para s < 9, a série diverge e para s > ¢ a série converge. Para s = ¢,
a série pode convergir ou divergir. Entretanto, serd importante que a série sempre divirja para
s = 0, 0 que nos motiva a enunciar o seguinte lema:

Lema 8.1. Seja 0 > 0 o expoente de convergéncia de uma série Y, a, . Entao eriste uma fun¢ao
k positiva e crescente tal que a série

Z k(an)a,®

n

continua tendo expoente de convergéncia ¢ e diverge para s = 0. Além disso, para todo € > 0
vai existir yo tal que, se y > yo e x > 1, entdo k(zy) < xk(y).

O

Demonstrag¢ao. Como a série converge para algum valor de s, temos necessariamente que t — 0,
o que implica que a,, — 0. Isso garante que possamos reescrever a sequéncia como uma sequéncia
crescente, suposigao a qual faremos a partir de agora. Tome €, = 1/n. Vamos definir uma sequéncia
X, tal que X,, — o e k serd construida por indugao nos intervalos [ X, X,,;1]. Comecaremos pondo
Xy =1ek(z)=1paraze|0,1].

Para o passo indutivo, suponha que k esté definida em [0, X,,]. Escolheremos X, de forma
que:

Xen
—(6—€n) > n 1
N s S5 o

Xn<ap<Xn+l

Tal X, existe pois a série em questao diverge. De fato, como €, > 0, 6 — ¢y < 9, que é um
expoente tal que a série diverge. Para z € [X,,, X,,.1], defina:



Temos enfim nossa fungao construida, bastando verificar que ela satisfaz todas as propriedades
requeridas. Em primeiro lugar, é evidente que se trata de uma funcao positiva. Também vale
frisar que a funcao é continua, uma vez que a funcao se emenda nos extremos de cada intervalo da
definicao, como é facil ver. Usando o fato que ela se emenda e que a funcao é crescente em cada
intervalo, que vem direta da definicao, temos também que a funcao é crescente.

Verificaremos agora que para s = § a série diverge. Note que:

Lkaa =0, ), kaa

n Xp<ap<Xni1

Por defini¢ao da funcao k:

o3, 5, (%)

n Xp<ap<Xni1

_ Z k:ﬁ()f:) Z a;(éfen)

n Xn<ap§Xn+1

Por (8.1), temos que finalmente:

z:k(ap)oz;‘S > Zl =

A fim de verificar a préxima propriedade, vamos estudar log k(z). Note que, parax € [X,,, X,41],
log k(x) = log a, + €,u, onde u = logz e

k(Xn)
Xen

n

a, = log

De modo que log k(x) é uma fungao continua e afim por partes com relagdo a variavel u.

Agora, dado € > 0, tome n tal que € > ¢,. Como (¢,) é decrescente, temos que o coeficiente
angular de cada componente de log k(x), para = = X,,, é menor de €,. Assim, dados p;,p; > X, e
y1 = logp1, Y2 = log ps, temos:

log k(p1) — log k(p2)
Y1 — Y2

<€, <€

Onde supomos, sem perda de generalidade, que p; > py. Redefinindo y = py e x = py/po,
temos:



log k(zy) — log k(y)
log(zy) — log(y)

<€

Note que o denominador é log(zy) — log(y) = log(z), donde:

log k(xy) — log k(y) < elog(x)

Exponenciando temos k(xy)/k(y) < z¢ e, por fim, k(xy) < 2k(y), com yo = X, e x > 1, que é
0 que queriamos.

Por fim, queremos provar que ¢ ainda continua sendo o expoente de convergéncia da nova série.
Como ja vimos que s = ¢ faz com que a série divirja, é ébvio que para s < J, a série continuara
divergindo. Assim, basta provarmos que para s > § a série converge.

De fato, se s > ¢, existe € > 0 tal que d + ¢ < s. Dado este ¢, pelo que acabamos de provar,
existe um yo tal que, para y > yo, a, > 1, k(a,.y) < ayk(y). Tomando y > 1, a, < a,.y e, pelo fato
de k ser crescente, temos k(a,) < k(a,.y) < agk(y). Resumidamente, dado € > 0, existe y > 1 tal
que k(a,) < ask(y), para todo a, > 1.

Assim, as duas séries abaixo convergem e divergem juntas:

Z k(ap)a;s

Z a,a,”’ = Z a;(s_e)

Como 6 + € < s, s — € > ¢, donde a segunda série acima converge e, portanto, a primeira. Isto
completa a prova do lema.

Dito isto, definimos a funcao:

M(s) = > k(g(e, 7(8)))g(a, v(B))

~yel

Que corresponde ao valor da série em funcao do expoente.

Agora ja estamos em condicoes de definir uma familia de medidas, indexada pelo expoente:

s = M(s)™" D k(g(, 7(8))g(, ¥(8) "6y s)

vyell



Onde ¢, é a medida de Dirac em x. Note que cada medida é de probabilidade.

Por fim, toma-se uma sequéncia dentro desta familia de maneira que s; — 9.

E um resultado bem conhecido que o espago das medidas definidas num conjunto compacto (no
caso, o fecho do disco de Poincaré) é compacto, de maneira que podemos extrair uma subsequéncia
convergente. Os detalhes disto serao feitos na préxima segao.

A medida obtida como limite desta subsequéncia é a medida que procuramos. Resta, entretanto
uma duvida. Esta medida é unica? Isto é, qualquer que seja a subsequéncia convergente, a medida
limite serd a mesma? A resposta é: nao necessariamente, mas acontece para muitos grupos.
Provaremos agora que esta medida estd concentrada no conjunto limite:

Teorema 8.2. Seja I' um grupo fuchsiano e p uma medida associada a I' conforme construida
acima. Entao vale que p(B\A(T")) =0 O

Demonstracio. Seja 3 € B o ponto cuja érbita I'8 d4 origem a medida. Seja T'f := I'8 u A(I).
Provarei primeiro que A := B\I'3 tem medida nula. Note, primeiramente, que I'z é fechado, pois
¢ a uniao de um conjunto com seus pontos limites. Entao A é aberto. Sabendo disto, podemos
utilizar o lema 8.3, que nos diz que pu(A) < liminf y,, (A). Note, entretanto, que us(A) = 0 para
todo s, pois A nao possui nenhum ponto da érbita I'3, por definicao. E concluimos facilmente que
pu(A) = 0.

Agora, como a érbita é discreta, para cada (3, tome uma bola aberta de centro em 4 e raio de
forma a nao se intersectar com nenhum outro ponto da orbita. Definimos B como a uniao de todas
essas bolas. Trivialmente, B é aberto. Como I'8 é enumerdvel (escélio de 7.4, por exemplo). Para
provar que p(B) = 0, basta provar que pu(A,) = 0, onde A é uma tal bola arbitraria. Apelamos
novamente para o lema 8.3. Temos pu(A,) < liminf u, (A,). Agora, direto da defini¢do das
medida, temos:

() = 777 #Crka(0 (9ot ()

Quando s, — 9, o numerador tende a uma constante. Basta entdo provar que M(s) — 0.
Finalmente chegou o momento de vermos a importancia do lema 8.1. O fato da medida estar
suportada no conjunto limite é completamente dependente do fato da série divergir.

Um modo de ver que temos de fato M (s) — oo é utilizando a teoria das séries de Dirichlet da
forma:

o0
M(s) = Z ape
n=1

Onde a,, = k(g(a,v,(8))) (lembre que I' é enumeravel) e \,, = d(a,v(5)). Seguird que M(s) é
analitica (veja [Tit39]), portanto continua.

Com isso, é facil ver que B\A(T')) = A u B e daf u(B\A(I')) < u(A) + u(B) = 0. [ |



8.1 Convergéncia fraca de medidas

Esta secao ¢ dedicada a uma investigacao um pouco mais cuidadosa sobre o assunto de convergéncia
de medidas que foi usado para construir a medida na se¢ao anterior. O primeiro ponto relevante é
estabelecer qual é o sentido de convergéncia. O sentido é o de convergéncia fraca que, ingenuamente,
podemos definir da seguinte forma:

Definicao 8.2. Seja (X, d, B) um espago métrico munido da o—4&lgebra de Borel. Uma sequéncia
de medidas s converge fracamente para p quando:

i [ fd = [ fdu
S§—00
Para toda funcao f : X — R continua. &

Temos o seguinte lema:

Lema 8.3. Seja (X, B) um espago métrico munida da o—dlgebra de Borel. Seja também ()
uma sequéncia de medidas. Se (p,) converge fracamente para p, entdo: limsup u;(C) < p(C) e
liminf 44;(U) = p(U), para todo fechado C' e todo aberto U

Um resultado importante é que é possivel definir uma métrica no espaco das medidas de pro-
babilidades de forma consistente com esta ideia de convergéncia. Antes, precisamos de um lema.

Lema 8.4. Seja K compacto. Entao, C(K) é separdvel. O

Teorema 8.5. Seja (K,B) um espago métrico compacto munido da o—dlgebra de Borel e seja
M, (K) o conjunto de todas as medidas de probabilidade definidas em (K, B). Como K ¢é compacto,
C(K) € separdvel e portanto hda um conjunto de fungoes {fn}, densas em C(K). Tomando tal
conjunto, a func¢ao d : My(K) x Mi(K) — [0, +o0) definida por:

| i | v

E uma métrica em My(K) e p, converge fracamente para p se, e somente se, im d(ju,, p) = 0

+00

1
d(,u, T/) = ngl 2n’|fn||so

O

A topologia induzida em M;(K) pela métrica acima é chamada de topologia fraca-*. Quando
um conjunto é compacto em relacao a esta topologia, dizemos que ele é fracamente compacto.

Antes de partirmos para os resultados principais, devemos enunciar um teorema bastante im-
portante e famoso:

Teorema 8.6. (Teorema de Riesz-Markov) Seja X um espago Hausdorff localmente compacto e
seja L um funcional linear positivo no espaco das func¢oes continuas de suporte compacto. Entdo
existe e é unica uma medida de Borel reqular v em X tal que:



L) = | fau
Para toda funcao f do dominio de L O

Lembro que um funcional é positivo quando f > 0 = L(f) = 0. Além disso:

Definigao 8.3. Seja (X, A) um espaco mensurdavel. Uma medida p em X é dita regular se:

1. u(K) <= oo para todo compacto K < X
2. Para todo A € A: u(A) = inf{u(U) : A < U,U aberto}

3. Para todo aberto U < X: pu(U) = sup{u(K) : K < U, K compacto} [

A prova para o teorema 8.6 pode ser encontrada em [Norl6]. E por fim:

Teorema 8.7. Se K é compacto, entao M,(K) € fracamente compacto. O

Demonstragao. Provaremos que M;(K) é sequencialmente compacto, isto é, que toda sequéncia de
medidas de probabilidade tem alguma subsequéncia que converge fracamente. Usaremos a notagao
p(f) = § fdp por comodidade (e porque medidas se relacionam com funcionais lineares de C'(X)).

Seja {f,} um subconjunto denso de C'(K). Considere a sequéncia ju,(f1). Como as medidas
sdo de probabilidade, temos que |, (f1)| < ||fille, € portanto os nimeros p,(f1) s@o limitados.
Bolzano-Weierstrass nos diz entao que ha uma subsequéncia y ,( f) convergente. Agora, aplicamos
esta sequéncia para a proxima funcao: p ,(f2) que, pelos mesmos motivos possui uma subsequéncia
convergente fig .

Assim, para cada i, obtemos uma sequéncia p;,, tal que p;,(f;) é convergente para j < i e tal
que {ftin}n < {fti—1nfn- Agora, tomaremos a sequéncia de medidas p,,. Pelo que acabamos de
dizer, (pnn) ¢ subsequéncia de p; , para n > i, e dal u, ,(f;) converge para todo i.

Usaremos a densidade de {f,} para provar que p,,(f) converge para toda f € C(K). Antes,
note que ||f — fill+o <€ = |v(f) —v(fi)| <e¢, para toda v € M;(K). Com efeito:

() =v(fi)l = [v(f = fi)l < v(lf = fil) < w(lf = fillso) < v(€) = ev(K) =€

Dado um € > 0 arbitrdrio, tome f; tal que ||f — fi|lo < €, que existe pela densidade das
funcoes (f,). Como (pnn(fi)) converge, existe N tal que n,m > N = |tnn(fi) = ttmm(fi)| < €.
Tomando tal N temos que, para n,m > N:

’Mn,n(f) - Mm,m(f)| < |Mn,n(f) - Mn,n(fi>| + |:un,n(fi) - :um,m(fi>| + |Mm,m(fz) - Mm,m(f)|



O primeiro e o ultimo termo sao menores que € pela desigualdade que acabamos de mostrar,
enquanto o do meio ¢ menor que € pela convergéncia de (f,,(f;)). Assim, mostramos que, para
todo € > 0, existe N tal que n,m > N = |unn(f) — tmm(f)| < 3¢, donde (u,,(f)) converge,
com f e C(K) arbitréria.

Com esta convergéncia em maos, definimos pu(f) = lim u,,(f). Usando o teorema da re-
presentacao de Riesz, provaremos que u(f) de fato se trata de uma medida. Assim, uma vez
que checarmos as hipéteses do teorema teremos encontrado uma subsequéncia (fi,,,) de p,, que
converge fracamente para uma medida g, isto é, lim i, ,(f) = pu(f), para toda f e C(K).

Em primeiro lugar, como estamos em um espago métrico compacto, entao ele é localmente
compacto e Hausdorff. Além do mais, p(Af + ¢) = Hm i, (A f + g) = Um(Apenn(f) + tan(g)) =
AU f, o (f) + 1m0 (g) = Aue(f) + p(g), donde g é um funcional linear. Mais que isso, se f > 0,
entao pn,,(f) = 0, para todo n, donde p(f) = 0 e portanto p é um funcional linear positivo. Por
fim, p(1) = lim p4, (1) = lim 1 = 1, donde p é de fato uma medida de probabilidade.



Apeéendice A
Resumo Historico

Muitos conceitos apresentados neste texto surgiram a partir do estudo das funcgoes eliticas e mo-
dulares. Portanto, daremos uma breve introducao historica acerca destas.

Integrais elipticas sao uma classe de fungoes que sao escritas em termos de certas integrais.
Estas funcoes possuem este nome pois, historicamente, o estudo de algumas delas se originou na
tentativa de calcular o comprimento de arco de uma elipse por volta de 1650 com John Wallis e
[saac Newton. Estas fungoes aparecem em outros problemas importantes, como por exemplo na
determinacao do periodo do péndulo simples, no comprimento de curvas como a lemniscata e na
média aritmétia-geométrica. Euler e principalmente Legendre dedicaram bastante estudando estas
fungoes. Modernamente, uma integral elitpica é qualquer funcao do tipo:

fla) = fR (t, m) dt

0

Onde R é uma funcao racional e P é um polinomio de grau 3 ou 4. H& dois conjuntos impor-
tantes de integrais para os quais qualquer integral eliptica pode ser reduzida. O primeiro, mais
classico, é conhecido como formas de Legendre. Sao trés tipos:

¢ do
F(o, k) =
(:%) fo 1 — k2sin®(6)

¢
E(¢,k) :L 1 — k2sin?(0)do

¢ de
(¢, n, k) = L (1 — n2sin®(0))~/1 — k2 sin(6)

Conhecidas como integrais elipticas incompletas de primeiro, segundo e terceiro tipo. As respec-
tivas integrais elipticas completas apenas diferem por substituirem ¢ por 7/2. O segundo conjunto
¢ conhecido como forma simétrica de Carlson, e sao:
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1 (® dt
Rp(z,y,2) = §Jo \/(t +2)(t +y)(t+ 2)
1 (@ dt
Ry(x,y,2,p) = §L (t+p)y/(t +2)(t +y)(t + 2)

O 1ltimo conjunto de formas é bastante usado para calcular numericamente seus valores.

Funcoes elipticas sao, historicamente, associadas com funcoes inversas das integrais elipticas.
Estas também possuem duas formas canonicas: de Jacobi e de Weierstrass. Considere, por exem-
plo, a integral eliptica de primeiro tipo. Por uma simples mudanca de variavel, podemos escreve-la
como:

v dt
Fle b = J N

Defina a fungao sn de forma que sn(y, k) é um nimero z tal que y = F'(x, k). Esta é uma das
funcoes elipticas de Jacobi. Se, por outro lado, estendermos o integrando para o plano complexo,
a integral deverd ser realizada sobre um caminho e, mais que isso, seu valor ira depender do
caminho! Isso significa que as integrais elipticas se tornarao fungoes multivaloradas e portanto
as funcoes elipticas serao periddicas. Isso tem a ver com o fato que a superficie de Riemann do
integrando ¢ um toro. O caminho de integracao serd uma combinacao linear dos dois “caminhos
fundamentais”do toro e ai as fungoes elipticas serao duplamente periddicas nos complexos, isto é,
f(z+mw; +nwy) = f(x) para n, m inteiros e wy, ws complexos — chamados de periodos. Este fato
inspira a definicao moderna de funcao eliptica: uma funcgao eliptica é uma fungao que é duplamente
periodica nos complexos.

Para fixar as ideia, irei mostrar uma profunda analogia com uma situagao mais familiar. Con-
sidere a seguinte funcao integral:

m 1
fa) = L e

Se estendida para os complexos, ela também serd multivalorada. Sua inversa é bem conhecida e
é o seno, que ¢é simplesmente periddica. Isso pode ser vista uma vez que, pelo teorema fundamental
do célculo, f'(x) = 1/4/1 — 22, que é precisamente a derivada da func¢ao arco-seno.

A dupla periodicidade das funcoes elipticas pode também ser observada na forma de Weiers-
trass, que é dada por:

o) - L+ 5 1 1
zlwr,we) = = —
PLEIwL, ©2) = (z + mwy + nwy)?  (Mmwy + nws)?

mw1+nwe#0



Onde 7 = w /wy ¢ R. Esta fungao é usualmente estudado quanto a sua dependéncia em relacao
a z, chamada de teoria das funcoes elipticas. O estudo quanto a dependéncia em w; e wo é chamado
de teoria das funcgoes elipticas modulares.

A funcdo p é duplamente periédica caso convirja. O conjunto Q = {mw; + nwy;m,n € Z} é
chamado de reticulado. Estaremos interessados em achar outros dois nimeros complexos o, s
tais que seu reticulado coincida com (). E possivel mostrar que isto vale se, e somente se:

a1\ f(a b\ [w
as)  \ec d) \ws
com ad — be = +1. Considerando a;/ay > 0 e wy/wy > 0, temos que ad — be = 1. Denotando
uma tal matriz por V' temos:

, awy + bws ar +b
T =—= = =Vr

ay  cwy +dwy  cT+d

O conjunto das transformacoes % forma um grupo, desde que identifiquemos M e —M

(formando classes de equivaléncia), cujo nome é grupo modular e denotado por PSL(2,7Z).

Estudaremos agora algumas funcoes relacionadas a funcao eliptica de Weierstrass e que sao
invariantes quanto a mudanca de base, s6 dependem do reticulado em si. Para tanto, notaremos
o fato que:

9”(2) = 49°(2) = 920(2) — 95

Onde:
g2 (w1, we) = 60 Z(mwl + nwy) 4

go (w1, wa) = 1402(mw1 + nwy) O
Sao fungoes conhecidas como invariantes da funcao eliptica de Weierstrass e é facil ver que

sao invariantes quanto a base do reticulado. Estas funcoes também se relacionam com a série de
Laurent em torno da origem da seguinte forma:

1 1
o(z) = 2724 %9222 + 2—8g324 + O(zﬁ)

Definindo ¢»(7) := g2(7, 1), temos go(7) = wiga(w,ws), donde:

g2(7") = (e + d)'g*(7)



Uma funcao que satisfaz a igualdade:

f(V2) = (cz + d)Ff(2)

E chamada de forma modular de dimensio k (uma condic¢ao imposta sobre o crescimento da
fungao pode ser requerido). Assim, vimos que g, é uma forma modular de dimensao —4. E possivel
ver, de forma andloga, que g3 é uma forma modular de dimensao —6. As séries de gs e g3 (sem
considerar os coeficientes 60 e 140) sao casos particulares das chamadas séries de Eisenstein.

Procuraremos agora formar uma forma modular de dimensao 0 (ou simplesmente forma mo-
dular). E f4cil ver que a divisao de formas de mesma dimensao dd uma forma modular, por
exemplo, g3/g3. Esta fungao, entretanto, tem a desvantagem de dar infinito, j& que g3(z) é zero
para z = €2™/3, Uma saida é considerar a funcio Ai(7) = ¢3(7) — 27¢2(7), conhecida como
discriminante modular, que é uma forma modular de dimensao —12 e nunca se anula e definir:

Esta funcao é chamada de funcao j—invariante de Klein ou invariante absoluta de Klein, que é
modular, isto é: J(V7) = 7,YV € PSL(2,7Z). Esta funcao é muito importante para o estudo das
funcoes modulares e vale que toda funcao modular é uma funcgao racional de J.

E possivel provar que um dominio fundamental para o grupo modular é o conjunto {7 = (z,y) €
C,—-1/2<x<1/2,|r| = 1}.

Tanto a funcao J como o nome “funcao eliptica modular” aparecem pela primeira vez num
paper de Dedekind em 1877 e um ano depois num paper de Klein. Eles mostraram que a fungao
J assume qualquer valor do plano complexo num dominio fundamental. Assim nasce o estudo das
fungoes automorficas, precisamente aquelas invariantes sob o grupo modular PSL(2,Z).

Podemos dizer que o estudo das funcoes automérficas mais gerais, por outro lado, surgiu a
partir do estudo da equagao diferencial hipergeométrica por H. A. Schwarz, orientador de Lazarus
Fuchs, que inclusive continuou o trabalho de Schwarz e inspirou Poincaré.

A equacao diferencial hipergeométrica é a seguinte equacao linear de segunda ordem:

d> d
x(l—x)d—xZ—i-[c—(a—kb—&-l)]x%—abyzo

Sendo que uma das suas solugoes pode ser escrita como a seguinte série, conhecida como série
hipergeométrica:
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