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KELVYN WELSCH

ORIENTADOR: RODRIGO BISSACOT

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
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Introdução

Este texto visa a introduzir o conceito e algumas propriedades dos grupos fuchsianos. Especifica-
mente, nosso objetivo último é provar alguns resultados sobre a dimensão Hausdorff do conjunto
limite de grupos fuchsianos de segundo tipo, resultado este devido a Patterson [Pat76], com ênfase
na construção de medidas conformes que, apesar de ser um passo intermediário, abrirá cami-
nho para estudar a teoria de Denker-Urbanski. Grupos fuchsianos são uma classe de grupos que
possuem ligações com diversas áreas da matemática, tais quais geometria hiperbólica, geometria
projetiva e análise complexa. Os grupos fuchsianos foram nomeado em homenagem a Lazarus
Fuchs (1833-1902), sendo Poincaré o primeiro a se debruçar mais profundamente sobre o estudo
deles.

Diferentemente de como é o caso de grande parte dos textos, este trabalho foi escrito ao mesmo
tempo em que o autor aprendia os assuntos apresentados. Se, por um lado, isso fez com que fosse
posśıvel atentar para detalhes e aspectos que dificultaram a experiência de aprendizagem do autor,
de modo que a didática ficasse mais adequada para quem nunca teve contato com o assunto, por
outro, o esforço para que o texto apresentasse homogeneidade no estilo, fluidez e continuidade
foram maiores que os usuais, dado que a experiência de aprendizagem é muitas vezes oscilante,
interrupta não-homogênea e a longo prazo. Advirto desde já que, apesar de grandes, os esforços
para suavizar o aspecto quimérico do texto podem não ter sido suficientes.

A fim de termos um melhor aproveitamento sobre o assunto, o texto será dividido em duas
partes. Na primeira, iremos recordar alguns resultados básicos de teoria de grupos, topologia,
grupos topológicos e análise complexa. Na segunda parte, voltada mais diretamente para os
nossos propósitos, daremos um panorama geral sobre geometria hiperbólica antes de lidarmos
com os grupos fuchsianos propriamente ditos. Naturalmente, leitores mais confortáveis com os
requisitos podem pular esta parte introdutória. De modo geral, supôe-se que o leitor saiba, no
mı́nimo, a definição de um grupo e de uma topologia.
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Parte I

Requisitos
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Caṕıtulo 1

Teoria de Grupos

1.1 Homomorfismos

Definição 1.1. Sejam pG, ¨q, pH, ˚q grupos. Uma função h : G Ñ H é dita um homomorfismo
de grupos se hpa ¨ bq “ hpaq ˚ hpbq, @a, b P G. Quando um homomorfismo é injetivo, sobreje-
tivo e bijetivo, dizemos que é um monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo, respectivamente.
Quando o domı́nio e o contradomı́nio são idênticos, dizemos que se trata de um endomorfismo.
Um automorfismo é um endomorfismo que também é um isomorfismo. ♣

Dizemos que um homomorfismo de grupos é uma função que preserva a estrutura do grupo.
A razão para isto é a que se segue. Por definição, um homomorfismo preserva a operação de
grupo. Além disso, a proposição abaixo nos diz que o elemento neutro e a operação de elemento
inverso também são preservadas. Em outras palavras, um homomorfismo mapeia elemento neutro
em elemento neutro e o homomorfismo do inverso é o inverso do homomorfismo. De forma ainda
mais clara, quando dizemos que homomorfismos são mapas que preservam a estrutura do grupo,
queremos dizer que tanto faz realizar as operações de grupo no domı́nio ou na imagem.

A partir de agora iremos deixar de enfatizar e distinguir os śımbolos das operações dos grupos,
pelo bem da sanidade mental.

Proposição 1.1. Sejam G, H grupos e h : G Ñ H um homomorfismo. Se eG e eH são os
elementos neutros de G e H, respectivamente, vale que hpeGq “ eH . Além disso, se g P G, então
hpg´1q “ hpgq´1. �

Demonstração. Tome g P G, qualquer. Teremos que g “ eG ¨ g ùñ hpgq “ hpeGq ¨ hpgq ùñ

hpgq ¨ hpgq´1 “ hpeGq ¨ hpgq ¨ hpgq
´1 ùñ eH “ hpeGq ¨ eH ùñ eH “ hpeGq.

Usando isso, eG “ g ¨ g´1 ùñ eH “ hpgq ¨ hpg´1q ùñ hpgq´1 “ hpgq´1 ¨ hpgq ¨ hpg´1q “

eH ¨ hpg
´1q “ hpg´1q ùñ hpgq´1 “ hpg´1q. �

Definição 1.2. Sejam G e H grupos e h : GÑ H um homomorfismo. O núcleo de h é o conjunto
kerh definido por kerh :“ tg P G;hpgq “ eHu. A imagem de h é o conjunto Im h :“ tb P H; Dg P G
com h(g) = b} ♣
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Proposição 1.2. Sejam G e H grupos e h : GÑ H um homomorfismo. Vale que kerh é subgrupo
de G e Im h é subgrupo de H. �

Demonstração. Vejamos que kerh é subgrupo de G. Basta mostrarmos que, se g, f P kerh, ar-
bitrários, então gf´1 P kerh. Pela proposição 1.1, hpgf´1q “ hpgqhpfq´1 “ eHe

´1
H “ eH

Vejamos agora que Im h é subgrupo de H. Seja g, f P Im h. Então existe a P G tal que
g “ hpaq. e b P G tal que hpbq “ f . Então, gf´1 “ hpaqhpbq´1 “ hpab´1q. Assim, existe um
elemento de G (a saber, ab´1) tal que hpab´1q “ gf´1, e portanto gf´1 P Im h. Desta forma,
conclúımos a nossa demonstração. �

Proposição 1.3. Sejam G,H grupos e θ : GÑ H um homomorfismo. θ será um monomorfismo
se, e somente se ker θ “ teGu

Demonstração. Sabemos que θpeGq “ 0. Assim, se θ for um monomorfismo, então g ‰ eG ùñ

θpgq ‰ eH , e portanto g R ker θ, @g P G, g ‰ eG. Reciprocamente, suponha que ker θ “ teGu e
tome g, h P G. Se valesse gh´1 “ eG, teŕıamos g “ h. Assim, supondo g ‰ h, temos gh´1 ‰ eG,
e portanto gh

´1 R ker θ, isto é, θpgh´1q “ θpgqθphq´1 ‰ eH , e portanto θpgq ‰ θphq, donde θ é
injetiva. �

Proposição 1.4. Sejam G e H grupos e θ : G Ñ H um homomorfismo. Dado M,N P G, vale
que θpMq “ θpNq ðñ MN´1 P ker θ. �

Demonstração. θpMq “ θpNq ðñ θpMqθpNq´1 “ eH ðñ θpMN´1q “ eH ðñ MN´1 P

ker θ. �

1.2 Classes de Conjugação e Subgrupos Normais

Definição 1.3. Seja G um grupo. Dois elementos a, b P G são ditos conjugados se existe g P G
tal que gag´1 “ b ♣

Proposição 1.5. Seja G um grupo. A relação „ tal que a „ b se, e somente se a e b forem
conjugados é uma relação de equivalência. As classes de equivalência por tal „ são chamadas de
classes de conjugação. �

Demonstração. (i) Reflexividade. Dado a P G, para ver que a „ a, basta tomarmos g “ e. Dáı
eae´1 “ eae “ a. (ii) Simetria. Sejam a, b P G tais que a „ b. Então existe g P G tal que
gag´1 “ b. Mas dáı, ga “ bg e a “ g´1bg. Tomando h “ g´1 teremos hbh´1 “ a, donde b „ a.
(iii) Transitividade. Suponhamos que a „ b e b „ c. Então existem g, h P G tais que gag´1 “ b e
hbh´1 “ c. Então teremos phgqaphgq´1 “ hgag´1h´1 “ hbh´1 “ c, donde a „ c. �

Elementos conjugados de um grupo costumam possuir propriedades semelhantes. No caso dos
grupos estudados por nós, seus elementos serão funções, e elementos conjugados se relacionarão, por
exemplo, quanto aos seus pontos fixos. Destacamos, como exemplo, que os elementos conjugados



de um grupo de matrizes são chamados de matrizes semelhantes. Entre algumas propriedades
elementares citamos: i) {e} é sempre uma classe de conjugação e ii) em um grupo abeliano, as
classes de conjugação são conjuntos unitários, uma vez que, @g P G, gag´1 “ gg´1a “ a.

Definição 1.4. Sejam G um grupo e N Ă G um subgrupo. Dizemos que N é um subgrupo normal
se, @g P G, @n P N , gng´1 P N . ♣

Da definição, segue diretamente que qualquer subgrupo de grupos abelianos é normal. Este
resultado também pode ser enunciado como corolário da proposição 1.6 a seguir. Além disso, é
trivial ver que, em qualquer grupo G, os subgrupos teGu e o próprio G são subgrupos normais.
Estes subgrupos normais são chamados de subgrupos triviais.

Como pode se esperar, o conceito de subgrupo normal está intimamente relacionado ao conceito
de elementos conjugados. Se n P N (N normal), então todos os seus elementos conjugados também
pertencem a N . Em outras palavras, rns Ă N , onde rns é a classe de conjugação de N. Com esta
observação, fica evidente provar a seguinte proposição:

Proposição 1.6. Sejam G um grupo e N Ă G um subgrupo. Então N é normal se, e somente se,
é a união de classes de conjugação de G. �

Definição 1.5. Um grupo é dito simples quando seus únicos subgrupos normais são os triviais. ♣

As proposições seguintes demonstram que alguns subgrupos espećıficos são normais, o que nos
será útil adiante.

Proposição 1.7. Sejam G,H grupos e h : G Ñ H um homomorfismo. O núcleo de h é um
subgrupo normal de G. �

Demonstração. Pela proposição 1.2, já sabemos que kerh é um subgrupo. Falta provarmos que
é normal. Queremos provar que, dado n P kerh e g P G, hpgng´1q “ eH . Ora, hpgng´1q “

hpgqhpnqhpgq´1. Usando que n P kerh: hpgng´1q “ hpgqeHhpgq
´1 “ eH . �

Para a próxima proposição, devemos notar que a intersecção arbitrária de subgrupos de um
grupo também é subgrupo. A demonstração deste fato não é dif́ıcil.

Proposição 1.8. Seja G um grupo e seja N um subgrupo normal de G. Então, se S é um subgrupo
arbitrário de G, N X S é um subgrupo normal de S. �

Demonstração. Tome g P S e n P N X S arbitrários. Queremos provar que gng´1 P N X S.
Primeiro, note que, em especial, g P G e n P N . Pela definição de subgrupo normal, vem então que
gng´1 P N . Por outro lado, g, n P S, donde gng´1 P S. Unindo as duas relações de pertinência
completamos a demonstração. �

Além do mais, a intersecção arbitrária de subgrupos normais também é normal, o que nos
permite falar em menor subgrupo normal contendo um certo subconjunto do grupo. Este subgrupo
é chamado de fecho normal.



1.3 Cosets e Grupo Quociente

Muitas vezes, um grupo possui mais informação do que precisamos. Neste caso, convém dividi-lo
em conjuntos que compartilhem a propriedade desejada de forma a formar um novo grupo. Este
novo grupo é chamado de grupo quociente. Os conjuntos são classes de equivalências, e para
entendê-las, precisamos entender o que é um coset. Um coset é basicamente um subgrupo afim,
isto é, a translação de um subgrupo. Como a operação de grupo não necessariamente é comutativa,
podemos ter cosets à direita ou cosets à esquerda. Precisamente, temos a seguinte

Definição 1.6. Sejam G um grupo e H Ă G um subgrupo. Dado g P G, o conjunto gH :“
tgh;h P Hu é chamado de coset à esquerda de H com relação a g e o conjunto Hg :“ thg;h P Hu
é chamado de coset à direita de H com relação a g. ♣
Proposição 1.9. Sejam G um grupo e H Ă G um subgrupo. Sejam também „D e „E as relações
em G tais que x „D y se, e somente se existe h P H tal que x “ hy e x „E y se, e somente se
existe h P H tal que x “ yh. Então vale que ambas são relações de equivalência e além disso,
D Ă G é coset à direita de H se e somente se existe g P G tal que D “ rgsD e E Ă G é coset à
esquerda de H se, e somente se existe g P G tal que E “ rgsE. �

Demonstração. Provemos que „D é uma relação de equivalência: (i) (reflexiva) Tome g P G. Como
H é subgrupo, eG P H. Assim, existe h P H tal que g “ gh (a saber, h “ eG), donde g „D g.
(ii) (simétrica) Sejam x, y P G tais que x „D y. Então existe h P H tal que x “ yh. Como H
é subgrupo, h´1 P H. Assim, x “ yh ùñ xh´1 “ y, donde y „D x. (iii) (transitiva) Sejam
x, y, z P G tais que x „D y e y „D z. Então existem g, h P H tais que x “ yg e y “ zh. Estas
duas igualdades implicam x “ pzhqg “ zphgq. Ora, hg P H, por motivos óbvios, donde x „D z.

Se D é coset à direita de H, por definição, existe g P G tal que D “ gH. Assim, x P D se, e
somente se, existe h P H tal que x “ gh, que é equivalente a dizer que x „D g, e portanto x P D
se, e somente se x P rgsD. Portanto, D “ rgsD.

Os casos para cosets à esquerda e „E se faz de modo análogo. �

Como estamos interessados no caso em que os cosets formam um grupo, passaremos estudar
algumas condições para tal. Uma forma bem natural de garantir que seja um grupo é exportando-
as do grupo, isto é: pgNqphNq “ pghqN e pgNq´1 “ pg´1qN . Estas operações nem sempre estão
bem definidas...

os cosets à direita e à esquerda coincidem. Nestes casos, o conjunto dos cosets forma um grupo.
Este grupo, derivado das classes de equivalências, é chamado de grupo quociente. As hipóteses
suficientes e necessárias para que isto ocorra é que H seja um subgrupo normal de G. (vemos aqui,
finalmente, a utilidade da definição de subgrupo normal). Estes resultados estão formalmente
enunciados a seguir:

Proposição 1.10. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Uma condição necessária e sufici-
ente para que gN “ Ng, @g P G é que N seja um subgrupo normal de G. �

Demonstração. Por definição, x P gN se, e somente se existe n P N tal que x “ gn. Isto, porém,
é verdade se, e somente se xg´1 “ gng´1. Mas x P Ng se, e somente se existe m P N tal que



xg´1 “ m, ou seja, se, e somente se xg´1 “ gng´1 P N . Conclúımos que gN “ Ng se, e somente
se gng´1 P N , @g P G, @n P N , que é precisamente a definição de N ser normal. �

Proposição 1.11. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Então o conjunto G{N “

tgN “ Ng; g P Gu, munido da operação pgNqphNq “ ghN forma um grupo, chamado de grupo
quociente de G por N, onde eGN “ N é o elemento neutro e g´1N é o elemento inverso de gN .
�

Aqueles que estão mais habituados com álgebra linear hão de perceber a semelhança entre as
definições de grupo quociente e espaço quociente. Perceberão também o quão mais fácil é definir
o segundo (sem necessidade de recorrer a objetos análogos aos cosets à esquerda e à direita). Isto
se deve ao fato de, num espaço vetorial, as operações serem comutativas.

Podemos pensar num grupo como uma figura cujos pixels são os elementos e no grupo quociente
como uma versão com menor resolução da figura. Esta visão reforça o que queŕıamos dizer quando
dissemos que o grupo quociente é útil quando o grupo tem mais informações do que precisamos.
Um caso mais concreto é dado pela segiunte situação: Seja θ : G Ñ H um homomorfismo. Esta
função pode não ser injetiva. Pelo fato do núcleo de um homomorfismo ser normal, podemos fazer
Gz ker θ. Não é dif́ıcil ver que o homomorfismo será constante em cada coset e a nova versão do
homomorfismo será injetora. A próxima seção tratará de resultados relacionados a essas ideias.

Além de útil na definição de grupo quociente, os cosets desempenham papel fundamental na
demonstração do Teorema de Lagrange, que será enunciado aqui apenas à t́ıtulo de informação.

Definição 1.7. Seja G um grupo. A ordem de G é definida como a cardinalidade do conjunto G.
Um grupo G é dito finito se tem ordem finita ♣
Teorema 1.12. (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H Ă G um subgrupo. Então
a ordem de G é múltipla da ordem de H. �

Enfatizo que “ordem de um elemento”é um conceito diferente de “ordem de um grupo”e será
tratada na seção 1.8.

1.4 Homomorfismo Revisitado

Existem alguns tipos de grupos quocientes que são de particular interesse. Um deles é aquele
quocientado pelo núcleo de um homomorfismo. Este caso possui um resultado importante que será
contemplado pelo Primeiro Teorema de Isomorfismos. Antes dele, vejamos um teorema mais geral,
que é um dos resultados mais importantes deste caṕıtulo.

Teorema 1.13. (Teorema Fundamental de Homomorfismos). Sejam G e H grupos e φ : G Ñ H
um homomorfismo. Seja N um subgrupo normal de G tal que N Ă kerφ. Então a função ψ :
G{N Ñ H definida por ψpgNq “ φpgq é um homomorfismo. �

Corolário 1.13.1. (Primeiro Teorema de Isomorfismos). Existe um isomorfismo ψ entre G{ kerφ
e Im φ dado por ψpg kerφq “ φpgq �

Corolário 1.13.2. Se φ é um epimorfismo, então existe um isomorfismo ψ entre G{ kerφ e H
dado por ψpg kerφq “ φpgq �



1.5 Grupos de Simetria

Definição 1.8. Seja M um conjunto. O conjunto de todas as bijeções de M para M forma
um grupo sob a operação de composição e é chamado de grupo de simetria de M , denotado por
SympMq. Um subgrupo de um grupo de simetria é chamado de grupo de permutação. ♣

Na verdade, o grupo de simetria de um objeto matemático é o grupo de funções que preservam
a estrutura deste objeto. Por exemplo, se for um espaço métrico, o grupo de simetria é o grupo
de isometria. Se for um espaço topológico, é o grupo de homeomorfismos, se for uma variedade
diferenciável, é o grupo de difeomorfismos... E assim por diante.

1.6 Ações de Grupos

O cerne do estudo dos grupos é “simetria”. Este fato é bem conhecido mas, à primeira vista,
a definição de um grupo não parece estar nitidamente relacionada com simetria. Isto porque os
elementos de um grupo, a grosso modo, são as transformações de simetria em si, desprovidas do
objeto a qual se referem. Esta é a motivação da definição de ação de um grupo. A ação de um
grupo é a razão de ser de um grupo, aquilo para o qual ele foi constrúıdo. Como o nome indica,
a ação de um grupo torna expĺıcito a atuação de um grupo num objeto que possui simetrias.
Novamente, devido ao fato de um grupo não ser necessariamente comutativo, podemos ter dois
tipos de ação, à esquerda e à direita. Sem mais delongas, passemos à definição formal.

Definição 1.9. Sejam M um conjunto não-vazio e G um grupo. Seja α : G ˆ M Ñ M uma
função. Considere as seguintes propriedades:

1) Dado g P G, a função αpg, ¨q : M ÑM é bijetiva

2) Se e é o elemento neutro de G, então a função αpe, ¨q : M Ñ M é a identidade. Ou seja,
αpe, xq “ x, @x PM .

3e) Vale αpg, αph, xqq “ αpgh, xq, @g, h P G, @x PM

3d) Vale αpg, αph, xqq “ αphg, xq, @g, h P G, @x PM

Se α satisfaz 1, 2 e 3e, então é α é dita ser uma ação à esquerda de G. Se for 1, 2, 3d, α é dita
ser uma ação à direita de G. ♣

Note que se G é comutativo, ações à direita e à esquerda empatam. Quando dissermos apenas
“ação”, estará subentendido que pode se tratar de uma ação à direta ou à esquerda. Além disso,
muitas das demonstrações serão feitas com apenas um tipo mas a demonstração para o outro caso
é completamente simétrica.

Vamos olhar com mais atenção a esta definição e extrair o significado intuitivo de cada pro-
priedade. Dado um elemento g do grupo, a função αpg, ¨q : M Ñ M se torna uma transformação



de simetria de M . Nada mais justo do que ser bijetiva. A condição 2 apenas impõe que a trans-
formação de simetria que não faz nada (a identidade), corresponda ao elemento neutro. A terceira
condição é a mais interessante. Ela diz que realizar uma transformação de simetria por g em M
já transformado por h deve corresponder à transformação de simetria composta gh ou hg. Em
outras palavras, aplicar h e depois aplicar g deve empatar com aplicar gh (ou hg) de uma vez só.
Tal observação, juntamente com a proposição a seguir, tornam uma outra notação funcional. De
agora em diante, podemos escrever gx no lugar de αpg, xq. A observação que acabou de ser feita
torna-se um tipo de associatividade: pghqx “ gphxq. Também:

Proposição 1.14. Se αpg, xq “ y, então αpg´1, yq “ x. �

Demonstração. Basta substituir a primeira na segunda:

αpg´1, yq “ αpg´1, αpg, xqq “ αpg´1g, xq “ αpe, xq “ x. �

Na notação alternativa, a proposição acima só está dizendo que gx “ y ùñ x “ g´1y.

Note que uma ação dá origem a um homomorfismo Π entre G e Sym(G), onde Πpgqpxq “ αpg, xq

Existem algumas caracteŕısticas de ações que são importantes de serem vistas. Uma delas é a
transitividade:

Definição 1.10. Sejam G um grupo e α : GˆM ÑM uma ação de G em M . α é dita transitiva
se, @x, y PM , existir g P G tal que y “ αpg, xq. Será dita simplesmente transitiva quando tal g for
único. Mais ainda, α é dita ser k-transitiva se, para todo par de k-uplas px1, ..., xkq e py1, ..., ykq
com elementos distintos dois a dois, existir um g P G tal que yi “ αpg, xiq, 1 ď i ď k. ♣

A estrutura de grupo (juntamente com o fato da definição de ação ser compat́ıvel com essa
estrutura) permite que a ação de verificar se um grupo é transitivo seja ligeiramente facilitada.
Em vez de considerar pares quaisquer de pontos do espaço, podemos fixar um deles e provar que
qualquer outro ponto pode ser mandado para ele. Mais geralmente:

Proposição 1.15. Seja G um grupo agindo num espaço X. A ação é k-transitiva se, e somente
se, existe uma k-upla de pontos distintos de X, pp1, ..., pkq tal que, para toda k-upla px1, ..., xkq de
elementos distintos existe um elemento g P G tal que pi “ αpg, xiq, 1 ď i ď k. �

Demonstração. Que k-transitividade implica na propriedade acima é imediato da definição. Reci-
procamente, suponha que a propriedade valha e tome um par de k-uplas com elementos distintos
px1, ..., xkq e py1, ..., ykq. Então existem g, h P G tais que pi “ αpg, xiq e pi “ αph, yiq, 1 ď i ď k.
Então existe um elemento de G, a saber, h´1g tal que yi “ αph´1g, xiq, 1 ď i ď k. De fato,
αph´1g, xiq “ αph´1, αpg, xiqq “ αph´1, piq “ yi, 1 ď i ď k, por (1.14). �

A partir de agora, quando provarmos que uma ação é transitiva, provaremos simplesmente a
propriedade acima.

Definição 1.11. Sejam G um grupo e α : G ˆM Ñ M uma ação de G em M . Dado m P M , a
órbita de m pela ação de α é o conjunto Orbαpmq :“ tαpg,mq; g P Gu. ♣



Em palavras, a órbita de m por α é o conjunto dos pontos de M que m pode assumir, con-
siderando todas as transformações de simetria que G pode oferecer através de α. A proposição
seguinte abrirá o caminho para uma definição alternativa de ação transitiva.

Proposição 1.16. Sejam G um grupo e α : G ˆM Ñ M uma ação de G em M . Dado m P M ,
vale que n P Orbαpmq ùñ Orbαpnq “ Orbαpmq. �

Demonstração. Suponhamos que α seja uma ação à esquerda. Mostraremos inicialmente que
Orbαpnq Ă Orbαpmq. Seja x P Orbαpnq. Então existe g P G tal que αpg, nq “ x. Por outro lado,
como n P Orbαpmq, então existe h P G tal que αph,mq “ n. Ora, substituindo uma coisa na outra,
x “ αpg, αph,mqq “ αpgh,mq, em que usamos a definição de ação à esquerda. A última igualdade
mostra que x P Orbαpmq.

Veja que mostramos a seguinte implicação: n P Orbαpmq ùñ Orbαpnq Ă Orbαpmq. Trocando
o papel das letras, teremos: m P Orbαpnq ùñ Orbαpmq Ă Orbαpnq. Assim, se mostramos que
n P Orbαpmq ùñ m P Orbαpnq, obteremos automaticamente a igualdade desejada. Novamente,
a hipótese nos leva a crer que existe h P G com αph,mq “ n. Pela definição de ação, αpe,mq “ m.
Donde αph´1h,mq “ m ùñ αph´1, αph,mqq “ m ùñ αph´1, nq “ m e portanto m P Orbαpnq.

Para ações à direita, a demonstração é análoga. �

Corolário 1.16.1. A relação definida por m „ n se, e somente se m P Orbαpnq é uma relação de
equivalência. (e portanto as órbitas formam classes de equivalência em M) �

Corolário 1.16.2. Se existe m PM tal que Orbαpmq “M , então Orbαpnq “M , @n PM . �

Demonstração. Dado n P M , como Orbαpmq “ M , então n P Orbαpmq. Pela proposição,
Orbαpnq “ Orbαpmq “M . �

Corolário 1.16.3. Uma ação α é transitiva se, e somente se existir m PM tal que Orbαpmq “M
�

Demonstração. Pelo corolário acima, existir m P M tal que Orbαpmq “ M , é equivalente a dizer
que Orbαpxq “ M , @x P M . Dados x, y P M arbitrários, pelo que foi dito, Orbαpxq “ M , donde
y P Orbαpxq, donde existe g P G tal que y “ αpg, xq. Pela arbitrariedade de x e y, conclúımos que
α é transitiva. Reciprocamente, sendo α transitiva e, fixado um x P M , para todo y P M , existe
g P G tal que y “ αpg, xq, e portanto y P Orbαpxq, @y PM e, portanto, Orbαpxq “M . �

Definição 1.12. Sejam G um grupo e α : G ˆM Ñ M uma ação de G em M . α é dita efetiva
se dados g, h P G, g ‰ h ùñ Dx PM ;αpg, xq ‰ αph, xq. Tal α também costuma ser dita fiel. α é
dita livre se, dados g, h P G, g ‰ h ùñ αpg, xq ‰ αph, xq, @x PM . ♣

Apesar de parecidas, não se engane: a definição de ação efetiva e livre são diferentes, sendo a
última mais forte, ou seja, toda ação livre é efetiva mas não vale a rećıproca. Em palavras, uma
ação é efetiva se transformações de simetria diferentes fazem algum ponto ficar diferente. Ou, se
duas transformações de simetria deixam o espaço igual, então os elementos correspondentes do
grupo são iguais. Assim como fizemos com a transitividade, forneceremos uma equivalência para
a definição de livre e efetiva:



Proposição 1.17. Sejam G um grupo e α : G ˆM Ñ M uma ação de G em M . Então α é
efetiva se, e somente se αpg, xq “ x, @x P M ùñ g “ e. Além disso, α é livre se, e somente se
Dx PM ; αpg, xq “ x ùñ g “ e. �

Demonstração. Suponha, primeiramente, que valha a implicação: αpa, yq “ y, @y PM ùñ a “ e.
Provarei a contrapositiva da tese. Tome g, h P G arbitrários e ponha a “ gh´1 e y “ αph, xq. Dáı
αpgh´1, αph, xqq “ αph, xq, @x P M ùñ gh´1 “ e ùñ g “ h. Note que não há perda
de generalidade ao tomarmos αph, xq no lugar de y pois αph, ¨q é uma bijeção por definição (e
portanto alcança todos y P M). Mas, por definição de ação, αpgh´1, αph, xqq “ αpg, xq. E
portanto temos a seguinte implicação: αpg, xq “ αph, xq, @x P M ùñ g “ h. A tese segue da
arbitrariedade na escolha de g e h. Reciprocamente, suponhamos que α seja efetiva. Suponhamos
também que, para algum g, αpg, xq “ x, @x P M . Quero provar que g “ e. Para tanto, notemos
que αpe, xq “ x, @ inM , pela definição de ação. Assim, a hipótese acima enunciada pode ser
reescrita como: αpg, xq “ αpe, xq, @x PM . Ora, da efetividade de α segue que g “ e.

Em segundo lugar, suponhamos que α seja livre. Isto é, que se existe x P M tal que αpg, xq “
αph, xq, então g “ h. Suponhamos também que existe x P M tal que αpg, xq “ x. Provemos
que g “ e. Note que, por definição de ação, x “ αpe, xq. Dáı, existe x P M tal que αpg, xq “
αpe, xq. Mas como a ação é livre, chegamos que g “ e. Reciprocamente, suponhamos que valha a
implicação: Dx P M ;αpg, xq “ x ùñ g “ e. Suponhamos também que exista x tal que αpg, xq “
αph, xq. Quero provar que g “ h. Note que αpg, xq “ αph, xq ùñ αpgh´1, αph, xqq “ αph, xq. Por
hipótese, isso nos dá gh´1 “ e, donde g “ h, concluindo nossa demonstração. �

Essa proposição nos dá, em palavras, o seguinte: o uma ação é efetiva se a única transformação
que deixar tudo igual for a identidade; uma ação é livre se a única transformação que deixar alguma
coisa igual for a identidade.

Note que ker Π consiste de todos os elementos do grupo que agem em X como a identidade.
Assim, uma ação ser efetiva é equivalente a ker Π “ teu. Caso contrário, há uma redundância na
ação: vários elementos agindo da mesma maneira. Essa redundância sempre pode ser eliminada
através do quociente G{ kerpfq, cuja ação será sempre efetiva. Assim, toda ação dá origem a
uma ação efetiva. Lembrando que o kernel de um homomorfismo ser a identidade corresponde ao
homomorfismo ser um monomorfismo. Isso esclarece no nome “fiel”, já que na matemática este
adjetivo costuma corresponde a algum tipo de injetividade.

Proposição 1.18. Sejam G um grupo e α : GˆM ÑM uma ação de G em M . α é simplesmente
transitiva se, e somente se α é transitiva e livre. �

Demonstração. Suponha que α é transitiva e livre. Então, dados x, y P M , existe g P G tal que
αpg, xq “ y. Dáı, se αph, xq “ y, teremos αpg, xq “ αph, xq, para algum x. Como α é livre, isso
nos dá g “ h, donde g é o único elemento tal que αpg, xq “ y, o que demonstra ser α transitiva.

Reciprocamente, suponha que α é simplesmente transitiva. Isto é, dados x, y PM , se αpg, xq “
y e αph, xq “ y, então g “ h (além do mais, tal g sempre existe). Ora, que α é transitiva é
óbvio. Dado x P M e g P G, tome y “ αpg, xq. Dáı valerá que se αph, xq “ y, isto é, que se
αpg, xq “ αph, xq para algum x, então g “ h, donde α é livre. �



Definição 1.13. Seja G um grupo e α : G ˆM Ñ M uma ação de G em M . Um subconjunto
S ĂM é dito invariante se αpg, sq P S, para todo s P S e g P G.

Proposição 1.19. Dado x P G, Orbpα, xq é um conjunto invariante. A união e intersecção
arbitrária de conjuntos invariantes é invariante. Um conjunto é invariante se, e somente se, é a
união de órbitas.

Demonstração. Tome y P Orbpα, xq. Então Orbpα, xq “ Orbpα, yq. Assim, dado qualquer g P G,
αpg, yq está na órbita de y por definição de órbita, e portanto na órbita de x. A conclusão segue
pela arbitrariedade de y e g.

Seja pXiqiPI uma famı́lia arbitrária de conjuntos invariantes e sejam X˚, X˚ a união e a inter-
secção desta famı́lia, respectivamente. Tome x P X˚ e g P G. x P Xi para algum i, e portanto
y “ αpg, xq P Xi pois este é invariante, donde y P X˚. Se, por outro lado, x P X˚, então x P Xi

para todo i. Como cada um deles é invariante, y “ αpg, xq P Xi também para todo i, donde
y P X˚.

Já vimos que a órbita de um ponto é invariante, donde qualquer união de órbita também o é,
pelo parágrafo anterior. Agora, tome X um conjunto invariante e escrevamos-no como uma tal
união. É óbvio que X Ă

Ť

xPX Orbpα, xq, mas provaremos também a inclusão rećıproca. Tome um
elemento y da união. Por construção, y P Orbpα, xq, para algum x P X, isto é, y “ αpg, xq para
algum g P G. Então fica claro que y P X pela invariância deste conjunto. �

Corolário 1.19.1. Um conjunto ser invariante é equivalente a valer a seguinte implicação: x P
X ùñ Orbpαpg, xq Ă X.

Corolário 1.19.2. Seja G um grupo e α : G ˆM Ñ M uma ação de G em M . Então a ação é
transitiva se, e somente se, os únicos subconjuntos invariantes forem Ø e M .

Demonstração. Suponha que a ação seja transitiva e tome um conjunto invariante não vazio.
Mostrarei que esse conjunto é M. Tome y em M qualquer. Como o conjunto é não vazio, existe x
em M. Como a ação é transitiva, existe g com gx = y. Como o conjunto é invariante, deve-se ter
y em X.

Suponha agora que a ação não é transitiva. Então devem existir, necessariamente, x, y P X
tais que não haja nenhum g P G com gx “ y. Neste caso, a órbita de x é um conjunto invariante
que não é vazio, pois tem x, não é o todo, pois não tem y, e é invariante pelo simples fato de ser
uma órbita. �

Definição 1.14. (grupo de isotropia). Seja G um grupo e α : G ˆM Ñ M uma ação de G em
M . Se g P G e m PM tais que αpg,mq “ m, então m é dito ser um ponto fixo de g. Seja X ĂM .
O conjunto tg P G;αpg, xq P X, @x P Xu é chamado de grupo estabilizador de G com relação a X
ou grupo de isotropia e denotado por Gα,X ou GX quando a ação estiver subentendida. Assim, X
é invariante se, e somente se GX “ G. ♣

Proposição 1.20. Sejam G um grupo, α : GˆM ÑM uma ação de G em M e X ĂM . Então
GX é um subgrupo de G. �



Demonstração. Suponha que g, h P GX . Então αpg, xq “ x, @x P X e também αph, xq “ x,
@x P X. Dáı, dado x P X arbitrário, αpgh, xq “ αpg, αph, xqq “ αpg, xq “ x, donde gh P GX .
Ainda, αpe, xq “ x ùñ αpg´1g, xq “ x ùñ αpg´1, αpg, xqq “ αpg´1, xq “ x. �

Proposição 1.21. Sejam G um grupo e α : GˆM ÑM uma ação de G em M . A ação α é livre
se, e somente se Gx “ teGu, @x P X. �

Demonstração. Suponha que α é livre. Dado g P GX , temos que αpg, xq “ x. Porém, pela
proposição 1.17, como α é livre, isto implica que g “ e, donde GX “ teu.

Reciprocamente, suponha que temos GX “ teu. Então αpg, xq “ x implica que g P GX e
portanto g “ e. Temos então a implicação αpg, xq “ x ùñ g “ e, que pela proposição 1.17 é o
mesmo que dizer que α é livre. �

Por fim, citaremos um resultado evidente que usa a noção de classe de conjugação com o estudo
de pontos fixos:

Proposição 1.22. Seja G um grupo agindo em um conjunto X. Se g P G tem n (resp. infinitos)
pontos fixos em X, então todo elemento conjugado a g também tem n (resp. infinitos) pontos fixos
em X. �

A partir de agora, usaremos a notação mais simplificada Gx “ Orbαpxq, consistente com a
notação αpg, xq “ gx, introduzida anteriormente.

Proposição 1.23. A função φ : G{Gx Ñ Gx dada por φpgGxq “ gx está bem definida e é uma
bijeção

Demonstração. Para mostrar que a função está bem-definida, mostraremos que gGx “ hGx ùñ

gx “ hx. Como gGx “ hGx e e P Gx, temos que ge “ g “ ha, para algum a P Gx. Dáı,
gx “ phaqx “ hpaxq “ hx, pois a P Gx.

A sobrejetividade é evidente. Para mostrar a injetividade, mostraremos que gx “ hx ùñ

gGx “ hGx. Com efeito, se gx “ hx, então h´1gx “ x, donde h´1g P Gx. Dáı, hph´1gq P hGx.
Por outro lado, hph´1gq “ g “ ge P gGx, donde gGx e hGx se intersectam. Como são classes de
equivalência, temos que gGx “ hGx. �

A seguir, veremos alguns exemplos importantes.

Exemplo 1.1. Seja M um conjunto e Sym(M) o grupo de simetrias de M . Então a função
αpf, xq “ fpxq é uma ação de grupos. Note que esta ação é transitiva, fiel mas não livre (se M
tiver mais de um elemento). A órbita de todo elemento é M .

Exemplo 1.2. Subgrupos de Sym(G) induzem uma ação naturalmente através da restrição da ação
supracitada. No caso de G ser um grupo, há alguns subgrupos relevantes. Enfatizo, por exemplo,
Aut(G) Ă Sym(G), de automorfismos de G. Há também o dos automorfismos internos, Inn(G),
que serão vistos na próxima seção.



Exemplo 1.3. Seja G um grupo. Há uma ação canônica α : G ˆGÑ G dada por αpg, hq “ gh.
Note que esta ação é simplesmente transitiva e a órbita de cada elemento é G

Exemplo 1.4. À semelhança do que foi feito no último exemplo, podemos definir uma ação análoga
em GzH. Não iremos exigir que H seja normal, e portanto GzH deve ser visto apenas como
conjunto de cosets (esquerda ou direita, não faz diferença), e não como um grupo (quociente).
Esta ação é transitiva.

1.7 Comutatividade

O objetivo desta seção é usar as ferramentas que já temos para medir o quão abeliano um grupo
é. Começaremos definindo o centro de um grupo (ou centralizador).

Definição 1.15. Seja G um grupo. O centro de G é o subconjunto de G definido por: ZpGq :“
tz P G; zg “ gz, @g P Gu. ♣

Em palavras, o centro de um grupo é o conjunto dos elementos que comutam com todos os
outros. Enfatizo que este conjunto nunca é vazio, pois contém sempre o elemento neutro de G.
Mais ainda:

Proposição 1.24. Sejam G um grupo e ZpGq seu centro. Vale que ZpGq é um subgrupo normal
de G. �

Demonstração. Suponha que x, y P ZpGq. Quero provar que xy P ZpGq. Para tanto, tome g P G
arbitrário. Pela associatividade, e como y P ZpGq, xyg “ xgy. Como x P ZpGq, xgy “ gxy.
Assim, pxyqg “ gpxyq. Pela arbitrariedade de g, resta-nos que xy P ZpGq. Provaremos também
que x´1 P ZpGq. Ora, xg “ gx ùñ g “ x´1gx ùñ gx´1 “ x´1g. Conclúımos que ZpGq é de
fato subgrupo de G.

Falta provar que ZpGq é normal. Ora, dados z P ZpGq e g P G, gzg´1 “ gg´1z “ z P ZpGq.
Isto completa nossa demonstração. �

Como o leitor pode imaginar, enfatizar que o centro de um grupo é um subgrupo normal revela
que iremos tomar o quociente do grupo pelo centro em algum momento. O leitor está correto.

Definição 1.16. Seja G um grupo. Dado g P G, a função φg : GÑ G definida por φgphq “ ghg´1

é chamada de automorfismo interno. O conjunto de todos automorfismo internos de um grupo G
é denotado por Inn(G). Um automorfismo que não é interno é dito externo. ♣

Proposição 1.25. Os automorfismos internos de um grupo G são de fato automorfismos. Além
disso, Inn(G) é um subgrupo normal sob a operação de composição.

�



Demonstração. Precisamos mostrar que, dado g P G, φg é um isomorfismo. Primeiramente, vamos
mostrar que φgpxyq “ φgpxqφgpyq. De fato, por definição, φgpxyq “ gxyg´1 “ gxeyg´1, onde e é o
elemento neutro. Como g´1g “ e, φgpxyq “ gxg´1gyg´1 “ pgxg´1qpgyg´1q “ φgpxqφgpyq. Agora
já sabemos que φg se trata de um endomorfismo. Só falta ver que φg é uma bijeção. Seja y P G.
Tome x “ g´1yg P G. Então φgpxq “ y. De fato, φgpxq “ gg´1ygg´1 “ eye “ y, e portanto φg é
sobrejetiva. Suponha agora que x ‰ y. Então gx ‰ gy ùñ gxg´1 ‰ gyg´1 ùñ φgpxq ‰ φgpyq,
donde φg é injetiva e, portanto, um automorfismo.

Falta mostrar que InnpGq é um grupo. Inicialmente, mostraremos que a operação de composição
está bem definida neste conjunto. Seja φg e φh elementos de InnpGq. Note que φg ˝ φh : G Ñ G
é dada por x ÞÑ ghxh´1g´1 “ pghqxpghq´1 “ φghpxq, donde φg ˝ φh “ φgh P InnpGq. Automa-
ticamente temos que esta operação é associativa, pois a composição de funções o é. Afirmamos
que φe (onde e é o elemento neutro de G) é o elemento neutro de InnpGq. De fato, como vimos,
φg ˝ φe “ φge “ φg “ φeg “ φe ˝ φg. Finalmente, dado φg P InnpGq, mostraremos que seu elemento
oposto é φh, onde h “ g´1. Ora, φg ˝ φh “ φgh “ φe, o elemento neutro.

Por fim, seja N P Inn(G) e T P Aut(G), mostrarei que T´1NT P Inn(G). Ora, por hipótese
existe g P G tal que Npxq “ g´1xg, donde pT´1NT qpxq “ T´1pNpT pxqqq “ T´1pg´1T pxqgq “
T´1pg´1qT´1pT pxqqT´1pgq, pois T é um homomorfismo. Assim, pT´1NT qpxq “ pT´1pgqq´1xT´1pgq,
donde T´1NT é interno. �

Definição 1.17. O quociente Aut(G)zInn(G) é chamado de grupo de automorfismos externos e
denotado por Out(G)

Proposição 1.26. Sejam G um grupo e InnpGq o grupo de automorfismos internos de G. Então
a função θ : G Ñ InnpGq que associa a cada g P G o automorfismo interno φg, isto é, θpgq “ φg,
é um epimorfismo. �

Demonstração. Para provar que é um homomorfismo, basta ver que θpghq “ φgh “ φg ˝ φh (a
última igualdade está provada na demonstração da proposição 1.25). Ademais, por definição de
InnpGq, temos que se f P InnpGq, então existe g P G tal que f “ φg “ θpgq, por definição de θ. E
portanto, θ é sobrejetiva. �

Proposição 1.27. Seja G um grupo. g P ZpGq ðñ φg “ φe. Em outras palavras, ker θ “ ZpGq.
�

Demonstração. g P ZpGq ùñ φgpxq “ gxg´1 “ gg´1x “ x “ exe´1 “ φepxq. Reciprocamente,
φg “ φe ùñ φgpxq “ x, @x P G ùñ gxg´1 “ x ùñ gx “ xg, @x P G.

A segunda afirmação se prova com a seguinte sequências de desigualdades: g P ker θ ðñ

θpgq “ φe ðñ φg “ φe ðñ g P ZpGq. �

A proposição acima mostra que um elemento de G faz parte do centro se, e somente se o
homomorfismo θ definido anteriormente o mapeia para a identidade (i.e. para o elemento neutro
de InnpGq). Vemos então que, quanto mais abeliano um grupo é, maior é seu centro e mais
elementos são mapeados por θ para a identidade. Uma outra forma de ver isto é a seguinte: quanto
menos abeliano é um grupo, mais automorfismos internos existem (distintos da identidade). Desta



forma, o tamanho do centro de um grupo é “inversamente proporcional”ao tamanho do grupo de
automorfismos internos deste. A intuição nos diz, então, que deve existir uma certa relação entre
G{ZpGq e InnpGq e é precisamente isto que o corolário abaixo diz. Esta relação é, na verdade, um
isomorfismo!

Corolário 1.27.1. G{ZpGq – InnpGq. �

Demonstração. Basta aplicar as Proposições 1.26 e 1.27 no Corolário 1.13.1. Existirá um isomor-
fismo ψ entre G{ ker θ “ G{ZpGq e InnpGq dado por ψpgZpGqq “ θpgq “ φg. �

1.8 Geradores

Antes de passarmos para a próxima definição, convém lembrarmos que a intersecção arbitrária
de subgrupos de um grupo ainda é um subgrupo. Notamos também que o mesmo não vale para
uniões de subgrupos.

Definição 1.18. Seja G um grupo e X Ă G um subconjunto. O subgrupo de G gerado por X e
denotado por xXy é definido como:

xXy :“
č

SăG;XĂS

S

O subgrupo gerado por X “ Ø é xXy “ teu.

♣

Como a intersecção arbitrária de subgrupos é subgrupo, temos automaticamente que xXy é
subgrupo de G.

Agora, trabalharemos para apresentar uma definição equivalente de subgrupo gerado, começando
com a definição de palavra:

Definição 1.19. Sejam G um grupo e X Ă G um subconjunto não-vazio. Um elemento de G é
dito uma palavra de X quando pode ser escrito como x1...xn, onde xi ou x´1

i pertence a X, para
todo i natural entre 1 e n. ♣

Isso nos dá a seguinte:

Proposição 1.28. Sejam G um grupo e X um subconjunto não vazio de G. Vale que xXy é o
conjunto de todas as palavras de X. �

Demonstração. Seja W o conjunto de todas as palavras de X. É simples ver que W forma um
subgrupo. Mais trivial ainda é ver que este subgrupo contém X. Portanto, xXy Ă W , por
definição. Reciprocamente, seja w P W arbitrário. Dado um subgrupo S que contém X, por ser
em particular um grupo, é fechado com relação a operação de grupo e de elemento oposto. Como
w é justamente formada por elementos de X (e portanto de S) e seus elementos inversos, então



teremos w P S. Pela arbitrariedade de w e S temos que W está contido na interseção de todos os
subgrupos que contenham X. Isto é, W Ă xXy. �

Definição 1.20. Seja G um grupo e X Ă G. Se xXy “ G, dizemos que X gera G e que os
elementos de X são geradores de G. Se existe algum X finito que gera G, dizemos que G é
finitamente gerado. ♣

Definição 1.21. Seja G um grupo. Se existir x P G tal que G “ xxy, dizemos que G é um grupo
ćıclico. ♣

Definição 1.22. Seja G um grupo e x P G um elemento. Então a ordem de x é definida como a
ordem do grupo xxy. ♣

Proposição 1.29. Seja G um grupo. x P G tem ordem infinita se, e somente se todas as potências
de x são distintas (pela proposição anterior (1.28), o conjunto das potências de x empata com xxy).
�

Demonstração. Se todas as potências de x são distintas, xxy é obviamente infinito. Reciproca-
mente, iremos provar a contra-positiva. Isto é, supondo que existam potências iguais, digamos
xm “ xl, provaremos que xxy é finito. Sem perda de generalidade, consideremos m ą l. Então
teremos que xm´l “ eG. Dáı, o conjunto dos naturais tais que xk “ eG é não vazio. Pelo prinćıpio
da boa ordenação, podemos achar o menor natural que valha a igualdade. Denotaremos este natu-
ral por n. Pelo algoritmo da divisão, tomando um inteiro m qualquer, podemos reescrevê-lo como
m “ nq ` r, com 0 ď r ď n ´ 1. Então xm “ pxnqq ` xr “ peGq

q ` xr “ xr, o que mostra que
xxy “ teG, x, ..., x

n´1u, donde x tem ordem finita. �

Corolário 1.29.1. Se G é um grupo finito, então, dado x P G, existe um inteiro positivo n tal
que xn “ x´1. �

Demonstração. Basta ver que, como G é finito e como xxy ď G, devem existir m, l tais que xm “ xl.
Pelo que foi falado na demonstração da proposição, concluiremos que xxy “ teG, x, ..., x

n´1u. Como
x´1 P xxy, segue a asserção. �

Corolário 1.29.2. Se G é um grupo finito, vale que xxy é o conjunto cujos elementos são da
forma xε11 ...x

εn
n , com εi ě 0, para todo i. �

1.9 Grupos Livres

Definição 1.23. Sejam F um grupo, X um conjunto não-vazio e σ : X Ñ F uma função. Então
pF, σq é dito livre em X se, para todo grupo G e toda função α : X Ñ G, existir e for único um
homomorfismo β : F Ñ G tal que α “ β ˝ σ.

♣

Esta definição pode parecer muito estranho a uma primeira vista. Gastaremos um tempo
buscando uma intuição para ela. Para tanto, faremos uma analogia com espaços vetoriais.



A base de espaço vetorial possui uma caracteŕıstica singular. Qualquer transformação linear
fica unicamente determinada uma vez que se sabe o valor que esta assume nos elementos de
uma base. Isto significa que há a total liberdade de escolhermos os valores da transformação
nos vetores da base, sem correr o risco de chegar numa inconsistência. Isto se deve ao fato
de que os vetores de uma base não satisfazem relações desnecessárias, só satisfazem as relações
impostas pela definição de espaço vetorial. Este fato é sinônimo do fato de que os vetores são
linearmente independentes. Por exemplo, se os vetores u, v, w satisfizerem a relação de dependência
2u ` v ` 3w “ 0, então não podemos escolher arbitrariamente os valores de uma transformação
linear T puq, T pvq, T pwq sem corrermos o risco de sermos contraditórios. T puq, T pvq, T pwq devem
necessariamente satisfazer a mesma relação. Agora, basta trocarmos “espaço vetorial”por grupo
e “transformação linear”por homomorfismo. Assim, um grupo F é livre sobre um conjunto de
geradores X se qualquer homomorfismo de domı́nio F fica unicamente determinado pelos valores
que assume nos elementos de X (que podem ser escolhidos “livremente”). Isso é análogo a X ser
uma base de F . Ser “livre”significa que os elementos de X são “livres”de relações desnecessárias,
isto é, que não aquelas impostas pelo fato de F ser grupo.

A principal diferença reside no fato de que todo espaço vetorial possui uma base, enquanto
que nem todo grupo é livre sobre algum conjunto de geradores. Quanto um grupo é livre, então é
posśıvel traçar um análogo de “dimensão”no caso de espaços vetoriais, e que é chamado de posto.

Esta questão possui algumas facilidades de ser tratadas no caso de grupos abelianos. Isto
decorre do fato de que um grupos abelianos podem ser vistos como módulos sobre Z, isto é, são
“quase”espaços vetoriais. Dáı, um grupo abeliano livre de posto n é isomorfo a Zn.

Note que, implicitamente, esta discussão supôs que X Ă F . Na verdade, esta suposição não
é exatamente injustificada. Sempre que um grupo for livre em um conjunto X, há, no mı́nimo,
uma cópia de X dentro de F , que difere no máximo pela natureza dos elementos. Formalmente, a
função σ : X Ñ F é injetiva:

Proposição 1.30. Se G é um grupo livre em X, então a função σ : X Ñ F da definição é injetiva.
�

Demonstração. Será por absurdo. Suponha que σ não é injetiva. Então existem x1, x2, P X
distintos tais que y “ σpx1q “ σpx2q. Tome G “ tg1, g2u composto de dois elementos distintos e
uma função α : X Ñ G tal que αpx1q “ g1 e αpx2q “ g2. Tomemos β tal que β ˝ σ “ α, que existe
pela definição de grupo livre. Entretanto, pβ ˝ σqpx1q “ βpσpx1qq “ βpσpx2qq “ pβ ˝ σqpx2q, o que
é um absurdo, pela definição de α. �

Não é dif́ıcil ver, a partir dáı, que F seria livre também em Imσ, substituindo σ pela função
inclusão i : Imσ Ñ F , donde todo grupo livre é livre sobre algum subconjunto. É posśıvel
mostrar que Imσ gera F . Mais que isso, um outro aspecto importante sobre um grupo ser livre
é que F é, em certo sentido, o “maior”grupo que Imσ pode gerar. Enunciaremos o teorema sem
demonstrá-lo, pois a demonstração possui diversos detalhes técnicos chatos, apesar de que a ideia
da demonstração é simples, e sera dada.

Proposição 1.31. Seja X um conjunto não-vazio. Então existe um grupo F e uma função σ :
X Ñ F tal que pF, σq é livre em X e F “ xImσy �



A demonstração é completamente por construção. Primeiro, devemos tomar um conjunto X´1,
disjunto a X e com a mesma cardinalidade, de forma que a cada elemento de X, corresponderemos
um de X´1 para cumprir o papel de seu elemento inverso. Dáı, tomaremos o conjunto S de todas as
palavras (isto é, sequências finitas de elementos) de XYX´1, sendo que a palavra “vazia”cumprirá
o papel de identidade. O produto de duas palavras é definida como a concatenação delas e o inverso
se faz trocando cada elemento da palavra pelo seu inverso e invertendo também a ordem. S é quase
F . Temos que fazer apenas mais um ajuste. Do jeito que constrúımos, palavras como x´1xa, xx´1a
e a são diferentes uma da outra, enquanto que num grupo, elas seriam iguais. O resto do trabalho
agora se reduz a unir palavras assim formando classes de equivalência, definindo operações da
forma natural, provando que tudo está bem definido e de fato forma um grupo. F será o conjunto
das classes de equivalência.

Por fim, deve-se provar que a função σ : X Ñ F por σpxq “ rxs faz de pF, σq livre. Dada
uma função α : X Ñ G, construamos primeiro uma função β : S Ñ G, do conjunto de todas as
palavras, mapeando uma palavra x1...xn para g1...gn, onde gi “ αpxiq. É fácil ver que elementos
na mesma classe de equivalência serão mapeados para o mesmo elemento em G, donde definimos
β : F Ñ G por βprwsq “ βpwq. É fácil mostrar que tal β se torna um homomorfismo.





Caṕıtulo 2

Topologia

2.1 Definições Básicas

Definição 2.1. Sejam pX, τq um espaço topológico e S Ă X. Um ponto p P S é dito ser um
ponto de aderência se toda vizinhança de p possui um elemento de S. Dizemos que é um ponto de
acumulação (ou ponto limite) se toda vizinhança possui um elemento de S que não seja o próprio
p. ♣

Note que todo ponto de acumulação é um ponto de aderência, mas não vale a volta. Em alguns
lugares aparece uma outra definição de ponto de acumulação, geralmente usada com sequências:
um ponto p geralmente é dito de acumulação para a sequência pxnq se toda vizinhança de p contém
infinitos elementos da sequência. Veremos mais adiante que este é o caso quando assumimos
uma hipótese bem fraca sobre o nosso espaço. Antes, veremos uma equivalência que não assume
nenhuma hipótese. Usaremos o fato bem conhecido que um conjunto é fechado se, e somente possui
todos seus pontos de acumulação.

Proposição 2.1. Seja S Ă X um conjunto. Então S é fechado e discreto se, e somente se, não
possui pontos de acumulação.

Demonstração. Suponha que S tenha ponto de acumulação. Então, como S é fechado, este ponto
pertence a S. Por sua vez, este fato impede que S seja discreto. Reciprocamente, se S não fosse
discreto, conteria um elemento que seria ponto de acumulação de si mesmo. Além disso, como um
conjunto é fechado se, e somente se possui todos os seus pontos de acumulação, um conjunto que
não possui pontos de acumulação é automaticamente fechado �

2.2 Axiomas de Separação

Muitas propriedades não valem para todos espaços topológicos, mas valem para todos os espaços
topológicos de interesse. Isso dá origem a sistemas de classificação de espaços topológicos. Um
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sistema de classificação bastante útil refere-se a possibilidade de separar pontos ou conjuntos do
espaço com abertos, e cada tipo de espaço é geralmente denotado por T seguido de um número.

Definição 2.2. Um espaço topológico T0 (ou Kolmogorov) é um espaço tal que, dados dois pontos
quaisquer, pelo menos um deles tem uma vizinhança aberta que não contém o outro.

Um espaço topológico T1 é um espaço tal que, dados dois pontos quaisquer, ambos possuem
uma vizinhança aberta contendo ele e não o outro. ♣

O último é também chamado de Frèchet, mas este uso não é recomendado pois “espaço de
Frèchet”é algo completamente diferente em análise funcional, e é o significado mais usual do nome.
Veremos uma importante propriedade de espaços T1.

Proposição 2.2. Dado um espaço topológico T1, um ponto p é de acumulação de S se, e somente
se, toda vizinhança aberta de p possui infinitos pontos de S.

�

Demonstração. A volta é direta. Reciprocamente, suponha, por absurdo, que exista S Ă X, p
ponto de acumulação de S e V vizinhança aberta de p tal que V X S é finito. Para cada ponto
desta intersecção, seja Ui a vizinhança aberta de p que não contém x. Tal vizinhança existe pelo
fato de estarmos num espaço T1. Tome agora U “

Ş

Ui, que é uma intersecção finita de abertos,
donde U é uma vizinhança aberta. Ora, UXV ainda é uma vizinhança aberta de p que, entretanto,
não possui nenhum ponto de S, o que é um absurdo pois p é de acumulação �

Um espaço ser T2 é o mesmo de ser Hausdorff. Enfatizo que ser Hausdorff é geralmente o mı́nimo
que geralmente se pede de um espaço topológico, principalmente em geometria. A proposição a
seguir sintetiza algumas propriedades importantes dos espaços Hausdorff:

Proposição 2.3. Seja X um espaço topológico Haudorff. Então, se K Ă X é compacto, K
é fechado. Além disso, se X é compacto, todo subconjunto fechado de X também é compacto.
Também, o limite de uma rede é único se, e somente se, o espaço for Hausdorff. �

Um espaço T3, ou regular, é um espaço onde, para qualquer ponto e qualquer subconjunto
fechado, há abertos disjuntos contendo cada um deles. Um espaço T4, ou normal, é análogo ao T3,
com a diferença que a definição usa dois conjuntos fechados no lugar de um ponto e um conjunto
fechado. Todo espaço métrico é normal (portanto todo espaço topológico metrizável também).

2.3 Bases e Subbases

Definição 2.3. Seja pX, τq um espaço topológico. Um conjunto B Ă τ é dito uma base da
topologia τ se todo aberto de τ pode ser escrito como uma união de elementos de B. Isto é:

@U P τ, DAλ Ă B;U “
ď

APAλ

A

♣



A proposição seguinte será bem útil nesta seção.

Proposição 2.4. Seja pAiq uma famı́lia de conjuntos. Então, existir uma subfamı́lia pAλq tal que
U “

Ť

Aλ é equivalente a dizer que, para todo x P U , existe λ tal que x P Aλ Ă U . �

Demonstração. A ida é bem direta. Para a volta, para cada x P U , tome Ax tal que x P Ax Ă U ,
que existe por hipótese. Então, U Ă

Ť

Ax Ă U , pois Ax Ă U para todo x, donde temos a igualdade
entre os conjuntos. �

E ela nos fornece de forma direta uma equivalência para a definição de base.

Proposição 2.5. Seja pX, τq um espaço topológico. Um conjunto B Ă τ é uma base de τ se, e
somente se, para todo U P τ e todo x P U , existe V P B tal que x P V Ă U . �

Veremos agora que uma base não pode formar topologias diferentes

Proposição 2.6. Seja τ uma topologia sobre X e B uma base de τ . Se B é uma base de σ, então
τ “ σ. �

Demonstração. Provaremos que τ Ă σ e o outro lado seguirá por simetria. Tome U P τ . Como B
é base de τ , U “

Ť

Aλ com Aλ P B, para todo λ. Mas B também é base de σ, e áı, por definição,
todo elemento de B é elemento de σ. Em particular, Aλ P σ para todo λ. Como σ é uma topologia,
é fechada por uniões arbitrárias. Em particular, U “

Ť

Aλ P σ, como queŕıamos demonstrar. �

Apesar de uma base determinar univocamente uma topologia, uma topologia não determina
univocamente uma base, isto é, uma mesma topologia pode ter mais de uma base diferentes, o que
pode ser facilmente verificado com a construção de exemplos.

Note que, até agora, sempre estamos supondo que um conjunto é base de alguma topologia, ou
seja, estamos tomando bases a partir de topologias “prontas. Entretanto, podemos considerar o
problema análogo: construir topologias a partir de bases. Entretanto, dado um conjunto X, nem
todos os subconjuntos de PpXq podem ser base de alguma topologia. Com efeito, tome o conjunto
X “ t1, 2, 3u e B “ tt1, 2u, t1, 3uu. Suponha que B seja a base para alguma topologia τ de X.
Então t1, 2u e t1, 3u são abertos desta topologia. Como a intersecção de abertos é aberto, t1u é
um aberto desta topologia. Sendo B uma base, t1u pode ser escrito como uma união de elementos
de B, o que é um absurdo.

A seguir, veremos um critério necessário e suficiente para que um subconjunto do conjunto das
partes de um conjunto seja base para alguma topologia.

Proposição 2.7. Seja X um conjunto e B Ă PpXq. Então, existe alguma topologia τ tal que B
é base de τ se, e somente se:

ď

APB

A “ X

E também, dados U, V P B e x P U X V , existe W P B tal que x P W Ă pU X V q. �



Demonstração. Suponha que uma tal topologia exista. Como B Ă PpXq, é óbvio que
Ť

A Ă X,
basta provar a outra continência. Como τ é topologia, X P τ , e áı existe alguma famı́lia de
elementos de B, pAλq, tal que

Ť

Aλ “ X, em particular X Ă
Ť

Aλ, que por sua vez está contido
na união de todos os elementos de B. Além do mais, como B é base de τ , dados U, V Ă B, U, V
são abertos de τ . Como topologias são fechadas por intersecções finitas, U X V é um aberto de
τ , e podemos aplicar a proposição 2.5 para mostrar que, dado x P U X V , existe W P B tal que
x P W Ă pU X V q.

Reciprocamente, seja B Ă PpXq satisfazendo as propriedades citadas. Seja τ a coleção de
todas as uniões arbitrárias de conjuntos de B. Mostrarei que τ é uma topologia e áı seguirá a
existência que queremos mostrar, por construção.

Em primeiro lugar, ø P τ pois é a união de uma famı́lia vazia de elementos de B. Além disso,
X P τ pois a união de todos os elementos de B é X, por hipótese. Em segundo lugar, se temos
uma união arbitrária de elementos de τ , cada elemento é, por definição, uma união arbitrária de
elementos de B, o que nos dá uma coleção arbitrária de famı́lias, pFiq. Tomando a famı́lia formada
pela união, F “ Fi, é fácil ver que a união de elementos de B indexada por F nos dá a união
arbitrária de elementos de τ , e seguirá que a união está em τ .

Por fim, provaremos que a intersecção de dois elementos de τ está em τ e uma indução nos
permitirá estender o resultado para interseções finitas. Sejam U, V P τ . Então existem famı́lias
I, J tais que U “

Ť

Ui e V “
Ť

Vj. É fácil verificar que:

˜

ď

i

Ui

¸

X

˜

ď

j

Vj

¸

“
ď

i,j

pUi X Vjq

Como já provamos que τ é fechada por uniões arbitrárias, basta mostrar que C XD P τ para
C,D P B. Sabemos que para x P CXD, existe W P B tal que x P W Ă pCXDq. A proposição 2.4
mostra então que existe uma famı́lia de elementos de B cuja união é C XD, donde C XD P τ . �

Enfatizo o fato evidente que um conjunto ser fechado por intersecções (duas a duas) implica
na segunda condição para que seja base de alguma topologia, e temos que uma condição suficiente
para tal é um conjunto cobrir o espaço e ser fechado por intersecção.

É comum dizermos que a topologia formada pela união arbitrária de elementos de uma base,
essa que constrúımos na demonstração anterior, é a topologia gerada pela base. Vale fazer algumas
observações pertinentes a essa topologia. A primeira é que, pela proposição 2.4, isso equivale à
topologia cujos abertos são os conjuntos U tais que, para todo elemento x pertencente U existe um
elemento B da base tal que x P B Ă U . A demonstração usando esta definição fica mais leǵıvel,
tente refazê-la.

Em segundo lugar, demonstramos o seguinte:

Proposição 2.8. Se B é base de alguma topologia, o conjunto formado pelas uniões arbitrárias
de elementos de B é uma topologia. �



Pela unicidade estabelecida na proposição 2.6, conclúımos que se um certo conjunto é base de
uma topologia, esta topologia é necessariamente o conjunto formado pelas uniões arbitrárias de
elementos da base, e não há outra topologia diferente que este conjunto continue sendo base.

Em terceiro lugar, o modo como se escreve os abertos da topologia, como uniões arbitrárias de
elementos da base, não é único. Isto faz o conceito de base na topologia ser diferente daquele da
álgebra linear, onde todo vetor é escrito de maneira única como combinação linear dos vetores da
base.

Por último, veremos agora se esta terminologia, “topologia gerada pela base”, é consistente
com o significado mais familiar de “gerado”.

Para tanto, dado um conjunto X e um subconjunto B Ă PpXq, diremos que a topologia gerada
por B, denotando-a por xBy, é a intersecção de todas as topologias de X que contêm B. Neste caso,
dizemos que B é uma subbase para a topologia xBy. O exerćıcio simples de que esta intersecção
está sempre bem definida e é uma topologia é deixada ao leitor, juntamente com as propriedades
fáceis: (i) A Ă B ùñ xAy Ă xBy e (ii) xxByy “ xBy. Uma maneira equivalente de definir seria
dizer que xBy é a menor topologia que contém B. Esta topologia é única pois coincide com a
intersecção de modo que um conjunto define unicamente uma topologia de qual é subbase, mas
uma topologia pode ter mais de uma subbase.

Observação útil: todas as coisas do parágrafo anterior continuam valendo trocando a palavra
“topologia”por “σ=álgebra”(com exceção da nomenclatura “subbase”) ou alguma outra estrutura
semelhante.

Notamos que, diferentemente do conceito de base, qualquer conjunto é uma subbase de alguma
topologia.

Veremos agora em quais casos uma subbase de uma topologia também é base dela. Como já foi
observado, se B é arbitrário, o conjunto de todas as uniões de elementos de B não necessariamente
é uma topologia, enquanto que xBy sempre é, donde podemos ver de antemão que não vale a
igualdade entre os conceitos neste caso. Entretanto, a proposição seguinte garante a igualdade
dada uma hipótese fraca.

Proposição 2.9. Sejam X um conjunto, B Ă PpXq e τ o conjunto de todas as uniões arbitrárias
de elementos de B. Se τ é uma topologia, então xBy “ τ , isto é, se B é base de τ , então B também
é subbase de τ . �

Demonstração. Evidentemente, B Ă τ . Como τ é uma topologia, pela definição de topologia
gerada por um conjunto, xBy Ă τ . Reciprocamente, se U P τ , U é a união de alguma famı́lia de
elementos de B. Como B Ă xBy e topologias são fechadas por uniões, tem-se que U P xBy. �

Sintetizando vários dos resultados provados neste seção, conclúımos que se B é base de alguma
topologia, essa topologia é a formada por uniões arbitrárias e B também é subbase.

Analisemos agora a rećıproca, isto é, B é base de xBy? Já vimos que há conjuntos que não são
base de nenhuma topologia, então isso naturalmente não pode ser verdade. E se soubermos que B
é base de alguma topologia?



Proposição 2.10. Sejam X um conjunto e B Ă PpXq base de alguma topologia. Então B é base
de xBy, isto é, se ele gera, ele é base. �

Demonstração. Seja τ a topologia de qualB é base, que existe por hipótese. Por definição, xBy Ă τ .
Obviamente, B Ă xBy. Além disso, seja U P xBy. Então U P τ . Como B é base de τ , U pode ser
escrito como uma união de elementos de B. Dada a arbitrariedade de U , temos que B é base de
xBy. �

Os dois resultados acima indicam que, se B é base de alguma topologia, então B gerar uma
topologia e ser base dela são equivalentes.

Temos ainda:

Proposição 2.11. Seja B Ă PpXq e T o conjunto de todas as uniões de elementos de B. Então
vale que xBy “ xT y �

Vale que xBy Ă xT y pois evidentemente B Ă T . Além disso, como topologia é fechada por
uniões arbitrárias, T Ă xBy ùñ xT y Ă xxByy “ xBy, onde usamos propriedades citadas anterior-
mente.

Por fim, discutiremos um pouco mais sobre a definição de subbase, que pode variar ligeiramente
entre autores.

Já discutimos que B é subbase de τ se, e somente se, (1) τ é a menor topologia que contém B,
que equivale a dizer que (2) é a intersecção de todas as topologias que contém B. Outra maneira de
definir é de que xBy (3) são todas uniões arbitrárias de todos os conjuntos que podem ser formados
tomando intersecções de um número finito de elementos de B, que por sua vez é equivalente a (4)
o conjunto que consiste de todas as intersecções de um número finito de elementos de B é base de
xBy. Para definir destas duas últimas maneiras, devemos usar a convenção de que uma intersecção
indexada por um conjunto vazio dá o espaço todo, X, a fim de que X P xBy. Caso esta convenção
não for adotada, (3) e (4) deixam de ser equivalentes às anteriores e passa a ser necessário fazer
adaptações para que sejam. Uma maneira de consertar seria, por exemplo, dizer que o conjunto
que consiste de todas as intersecções finitas de elementos de B juntamente com X forma uma base
para xBy. Por fim, muitos autores costumam ainda supor que B cobre X, a fim de evitar que haja
confusão com relação à convenção citada. Esta última definição não é equivalente às anteriores de
modo geral. Entretanto, supondo que o espaço é T1, as definições voltam a ser equivalentes.

Proposição 2.12. Seja pX, τq um espaço topológico T1 que contenha dois ou mais pontos. Então,
se B é uma subbase de τ , B cobre X �

Demonstração. Provaremos que se B é subbase de τ mas existe x R
Ť

B, então τ não é T1.

Seja I 1 o conjunto de todas as intersecções finitas de elementos de B, sem contar a intersecção
“vazia”. Então, dado A P I 1, existe U P B tal que A Ă U Ă txuc, donde x R A, para todo A P I 1.
Seja agora I “ I 1 Y tXu. O único elemento de I que contém x é X. Sabemos que I é base de τ ,
donde todo elemento de τ pode ser escrito como união de elementos de I. Suponha que X não
esteja nesta união, então é óbvio que a união resultante não terá x. Por outro lado, se X tiver,



a união resultante será o próprio X. Assim, o único elemento de τ que possui x é X. Como X
tem no mı́nimo dois elementos por hipótese, seja y P X com y ‰ x. Então, não há nenhum aberto
contendo x e não contendo y, donde τ não é T1, como queŕıamos demonstrar. �

2.4 Sistema de Vizinhanças e Base Local

Seja X é um espaço topológico. O sistema de vizinhanças para x P X, denotado por Vpxq é o
conjunto de todas as vizinhanças de x. 1. Para os mais familiarizados, um sistema de vizinhanças
forma um filtro (isto é, não tem o vazio, tem o todo, é fechado por intersecções finitas e se um
conjunto contém algum conjunto do filtro, ele também está no filtro).

Uma base para vizinhanças de x ou base local de x é um subconjunto de Vpxq tal que toda
vizinhança de x contém um elemento da base. Em espaços métricos, o conjunto tBpx, 1{nq, n P Nu
é uma base local para x.

2.5 Construções Usuais

2.5.1 Topologia Final e Inicial

Nesta seção abordaremos, primeiramente, formas t́ıpicas de construir topologias, como inicial, final,
quociente e produto. As duas primeiras podem ser consideradas mais importantes pois é posśıvel
definir as outras em termos delas.

Estas construções, do tipo “topologia inicial”e “topologia final”são muito comuns na ma-
temática, principalmente no que se refere a uma álgebra de conjuntos. Prova disso é o conceito de
σ´álgebra inicial e final. Devido ao fato deste tipo de construção ser tão comum e tão semelhante
nos diversos casos, antes de partirmos para as definições formais, generalizaremos informalmente
esta construção para estruturas quaisquer onde esta faz sentido.

Sejam A e B conjuntos e f : A Ñ B. Se pudermos construir uma “estrutura”a partir de
B (por “estrutura”, pode-ser ler topologia, σ´álgebra ou outros), digamos B, então f induzirá
naturalmente uma “estrutura”em A, chamada de “estrutura”inicial e definida como A :“ f´1pBq.
A “estrutura”inicial é a menor estrutura que torna a função f um “morfismo”entre pA,Aq e pB,Bq.
(Por morfismo, pode-se ler função cont́ınua no caso de topologia ou função mensurável no caso
de σ´álgebra). Isto pode ser generalizado se tivermos uma famı́lia de espaços pBi,Biq e funções
fi : AÑ Bi. A estrutura inicial vai ser a menor estrutura que torna a função f um morfismo entre
pA,Aq e pBi,B〉q, @i. Entretanto, em geral não basta tomar pré-imagens.

Se, por outro lado, tivermos uma “estrutura”a partir de “A”e não em B, então f pode in-
duzir naturalmente uma “estrutura”em B chamada de “estrutura”final e definida por B :“ tY Ă
B; f´1pY q P Au. Esta é a maior “estrutura”em B que torna f um “morfismo”entre pA,Aq e pB,Bq.

1Neste texto, vizinhança é um conjunto qualquer que contém um aberto



Novamente, o conceito pode ser estendido para uma famı́lia de espaços mas também se torna mais
adequado definir como maior estrutura que torna todas as funções morfismos e não a definição
com pré-imagens.

Passemos às definições formais para o caso espećıfico de topologia.

Definição 2.4. Sejam X um conjunto, pYi, τYiq uma famı́lia arbitrária de espaços topológicos
indexadas por I e pfiq uma famı́lia de funções indexadas pelo mesmo conjunto tal que fi : X Ñ Yi,
para todo i P I. Então, a topologia inicial induzida por pfiqiPI é definida como a menor topologia
que torna todas pfiq cont́ınuas. ♣

No caso de apenas um contradomı́nio, isto coincidirá com a topologia τX :“ tf´1
i pUq, U P

τYi , i P Iu.

Definição 2.5. Sejam pXi, τXiq uma famı́lia arbitrária de espaços topológicos indexadas por I e
pfiq uma famı́lia de funções indexadas pelo mesmo conjunto tal que fi : Xi Ñ Y , para todo i P I.
Então, a topologia final induzida por pfiqiPI é definida como a maior topologia que torna todas as
funções cont́ınuas

♣

No caso de apenas um domı́nio, isto coincidirá com a topologia τY :“ tU Ă Y ; f´1
i pUq P τXi , i P

Iu.

Como foi dito, estas definições nos permitirão manejar melhor outras, como o conceito de
topologia induzida, quociente e produto, apresentados ambos a seguir.

2.5.2 Topologia Induzida e Quociente

Definição 2.6. Seja pX, τq um espaço topológico e S Ă X. A topologia induzida por τ em X é
definida por τS :“ tS X U,U P τu. ♣

Proposição 2.13. Seja pX, τq um espaço topológico e S Ă X. Então (1) a topologia induzida em
S corresponde à topologia inicial induzida pela função inclusão i : S Ñ X, ipxq “ x; (2) f : Y Ñ S
é cont́ınua se, e somente se f ˝ i é cont́ınua; (3) Se f : X Ñ Y é cont́ınua, então f |S também é;
(4) Se f : X Ñ Y é cont́ınua, então f : X Ñ fpXq com fpXq herdando a topologia induzida de Y
também é cont́ınua. (5) Se B é base para X, então BS :“ tB X S;B P Bu é base para a topologia
de S. �

Demonstração. (1) A topologia inicial induzida por i é justamente i´1pτq. Mas é fácil ver que
i´1pUq “ U X S, o que conclui a prova. (2) Considere a seguinte sequência de equivalências:
f : Y Ñ A é cont́ınua ðñ f´1pUq é aberto, para todo aberto U Ă S ðñ f´1pV X Sq é aberto,
para todo aberto V Ă X ðñ pi˝fq´1pV q é aberto, para todo V Ă X aberto ðñ i˝f : Y Ñ X
é cont́ınua.

(3) Basta ver que f |S “ f ˝ i, que é composição de funções cont́ınuas.



(4) Segue de (2), uma vez que i ˝ f é cont́ınua, com i sendo a inclusão de fpXq em Y .

(5) Seja U um aberto de S e p P U . Então existe V aberto de X tal que U “ V X S. Como V
é aberto, existe B P B tal que p P B Ă V , donde p P B X S Ă V X S “ U . �

Relembremos alguns conceitos que serão importantes para a definição de grupo fuchsiano.

Definição 2.7. Seja pX, τq um espaço topológico. Dado um subconjunto S Ă X, x P S é dito
ponto isolado se existe um aberto U P τ tal que S X U “ txu. Se todo ponto de S é isolado, S é
chamado de conjunto discreto. ♣

Proposição 2.14. Seja pX, τq um espaço topológico. Um subconjunto S Ă X é discreto se, e
somente se a topologia induzida por τ em S for a topologia discreta de S (isto é, todo subconjunto
de S estiver na topologia). �

Demonstração. Suponha que S é discreto. Dado x P S, tomemos Ux tal que Ux X S “ txu. Dáı,
txu são abertos da topologia induzida, por definição. Como topologias são fechadas por uniões
arbitrárias, segue que todo subconjunto de S é aberto e portanto a topologia induzida empata com
a topologia discreta de S. Reciprocamente, suponha que a topologia induzida em S seja a discreta.
Então, dado x P S, txu P τS. Ora, pela definição de topologia induzida, há de haver um aberto U
de τ tal que S XU “ txu, donde x é isolado. Pela arbitrariedade de x, segue que S é discreto. �

Definição 2.8. Sejam pX, τXq um espaço topológico e „ uma relação de equivalência em X.
Então o espaço quociente de pX, τXq por „ é definido como pY, τY q onde Y “ X{ „, isto é,
Y “ trxs :“ tv P X; v „u;x P Xu e onde τY “ tU Ă Y ;

Ť

rxsPU rxs P τXu. ♣

Em um certo sentido, a topologia do espaço quociente é mais “grossa”. Primeiro, note que,
se um certo conjunto é um aberto do espaço quociente, então também é um aberto do espaço
original, (“abrindo”as classes de equivalência). Por outro lado, a topologia quociente exclui os
abertos que possuem elementos sem possuir toda a classe de equivalência deste elemento. (lembre-
se que, no espaço quocientado, um elemento e sua classe de equivalência se confundem). Um
exemplo fácil é o seguinte. Considere o plano com a topologia usual. Considere a relação de
equivalência que quocienta o plano em linhas verticais, isto é, dois pontos estão na mesma classe
de equivalência se, e somente se suas abscissas forem iguais. Uma faixa do plano sem a fronteira é
um aberto tanto do plano quanto do espaço quociente. Entretanto, bolas abertas não são abertos do
espaço quociente pois este conjunto não contém nenhuma classe de equivalência, isto é, nenhuma
linha vertical, deixando de fazer sentido falar até mesmo que esse conjunto é subconjunto do
espaço quociente. De certa maneira, podemos dizer que a topologia quociente é a maior topologia
“contida”na topologia usual e que os abertos façam sentido para o espaço quocientado. Esta
afirmação pode ser rigorosamente expressa na seguinte proposição:

Proposição 2.15. Sejam pX, τXq um espaço topológico e pY, τY q o espaço quociente de pX, τXq
por uma relação de equivalência „. Seja q : X Ñ Y a projeção canônica de „, isto é, a função
que mapeia um elemento x P X na sua respectiva classe de equivalência rxs P Y . Então τY empata
com a topologia final induzida por q. �

Demonstração. Seja F a topologia final induzida por q. Tome U Ă Y . Temos que
Ť

rxsPU rxs :“

ta P X; a P rxs, para algum rxs P Uu “ ta P X; ras P Uu. De fato, se a está no segundo conjunto,



então ras P U . Em particular, existe rxs P U tal que a P rxs, a saber, rxs “ ras. Se, por outro
lado, a está no primeiro conjunto, então existe rxs P U tal que a P rxs. Por outro lado, pelo
fato de serem classes de equivalência, temos que ras “ rxs. Assim, ras P U e portanto a está no
segundo conjunto. Pois bem. Com isso em mãos, para completarmos a prova basta considerarmos
as seguintes equivalências: U P F ðñ q´1pUq P τX ðñ tx P X; qpxq P Uu P τX ðñ tx P
X; rxs P Uu P τX ðñ

Ť

rxsPU rxs P τX ðñ U P τY . �

2.5.3 Topologia Produto e das Caixas

Nosso objetivo agora é de definir uma topologia para o produto cartesiano de espaços topológicos.
A forma mais natural seria a de considerar a topologia gerada pelo conjunto de todos os produtos
cartesianos de abertos de cada topologia. Esta construção de fato existe, é chamada de topologia
das caixas e é bastante adequada para o produto cartesiano de um número finito de espaços.
Entretanto, ela passa a não se tornar mais tão adequada no caso de um produto infinito, como
veremos adiante. Uma construção melhor é chamada de “topologia produto”. Esta topologia
empata com a topologia das caixas no caso finito, e é mais adequada no caso infinito. A topologia
produto é sempre mais “grossa”(isto é, possui um número menor de abertos) do que a topologia
das caixas. Passemos às definições formais.

Definição 2.9. Seja pXi, τiqiPI uma coleção arbitrária de espaços topológicos. O espaço produto
desta coleção é definido como pX, τq tal que

X “
ą

iPI

Xi

e τ é a topologia inicial induzida pela famı́lia de funções πi : X Ñ Xi, onde πi são as projeções
canônicas. ♣

Para que πj seja cont́ınua, é necessário e suficiente que π´1
j pUq seja aberto, para todo U P τj.

É fácil ver que π´1
j pUq “

Ś

Ui, onde Ui “ Xi se i ‰ j e Uj “ U . Conjuntos desse tipo são
chamados de cilindros abertos. Assim, para eu todas as projeções sejam cont́ınuas, é necessário
que π´1

i pUiq esteja na topologia, para todo Ui P τi e todo i. Dizer então que a topologia produto
é a menor topologia que torna as projeções cont́ınuas significa dizer que é a menor topologia que
contém todos os cilindros abertos. Em outras palavras, a topologia produto é a topologia gerada
pelos cilindros. Ou ainda, topologia produto é a topologia cuja sub-base é o conjunto S “

Ť

Sj,
Sj “ t

Ś

Ui, i “ j ùñ Ui P τj, i ‰ j ùñ Ui “ Xiu. Já vimos que o conjunto das intersecções

finitas de elementos de uma sub-base forma uma base. É fácil ver que a intersecção de finitos
elementos de S é um produto cartesiano

Ś

Ui onde Ui ‰ Xi apenas para um número finito de i,
nos quais Ui P τi. Tais elementos são chamados de caixas aberto e o conjunto de todos eles serão
denotados por B, que é base da topologia produto. Assim, podeŕıamos definir topologia produto
equivalentemente como a topologia gerada pela base B.

Vale mencionar que a construção da topologia produto é análogo a muitas outras construções
“produto”na matemática.



Vamos, agora, comparar um pouco a topologia produto com a das caixas. Em primeiro lugar,
note que B1 “ t

Ś

Ui, Ui P τiu é base de alguma topologia, pois X P B1 e B1 é fechado por
intersecções, já que:

´

ą

Ui

¯

X

´

ą

Vi

¯

“
ą

Ui X Vi

É fácil ver que para produtos cartesianos finitos elas coincidem. Vejamos agora que para
infinitos não coincidem. Seja RN o conjunto das sequências infinitas enumeráveis de números reais.
O conjunto p0, 1qN é obviamente aberto na topologia das caixas, mas será que o é na topologia
produto? suponha que sim. Então este conjunto é uma união arbitrária de elementos de B. Não
pode ser uma união vazia pois o conjunto não é vazio. Assim, existe B P B tal que B Ă p0, 1qN,
pois os conjuntos que compõem uma união estão contidos nela. Por definição, B é um produto
cartesiano com infinitos termos iguais a R. Mas é um absurdo que um conjunto tal esteja contido
em p0, 1qN.

Depois de termos visto que as topológicas de fato são diferentes, daremos o principal motivo
pelo qual a topologia produto é mais interessante:

Proposição 2.16. Seja f : X Ñ
Ś

Yi uma função tal que fpxq “ pfipxqq, com fi : X Ñ Yi.
Se

Ś

Yi estiver munido da topologia produto, vale que f é cont́ınua se, e somente se todas fi são
cont́ınuas. �

Tal resultado não vale se trocarmos a topologia produto pela topologia das caixas.

2.6 Conexidade

Proposição 2.17. Um conjunto conexo por caminhos é conexo. Um conjunto aberto e conexo é
conexo por caminhos. �

Proposição 2.18. Uma união arbitrária de conjuntos conexos com pelo menos um ponto em
comum é conexa �

Proposição 2.19. Se A Ă B Ă clpAq e A é conexo, então B é conexo. Em particular, o fecho de
um conjunto conexo é conexo. �

2.7 Recobrimentos

Definição 2.10. Seja X um espaço topológico. Um recobrimento de X é um par pY, pq tal que
Y é um espaço topológico e p : Y Ñ X é uma função cont́ınua sobrejetiva tal que, para cada
x P X, existe uma vizinhança aberta U de x tal que p´1pUq é uma união disjunta de abertos em Y ,
cada um dos quais é homeomorfo a U por p. Um recobrimento é dito universal se é simplesmente
conexo. ♣



Vale que o recobrimento universal é recobrimento de qualquer recobrimento conexo de X.



Caṕıtulo 3

Grupos Topológicos

Um grupo topológico é só um conjunto que possuem tanto estrutura de grupo quanto de espaço
topológico e, além disso, estas estruturas conversam bem entre si. (especificamente, as operações
de grupo são cont́ınuas).

Definição 3.1. Uma tripla pG,`, τq é dita um grupo topológico se pG,`q é um grupo, pG, τq é
um espaço topológico e se as funções ` : G ˆ G Ñ G e ´ : G Ñ G tais que `pg, hq “ g ` h e
´pgq “ ´g são cont́ınuas, onde entende-se implicitamente que GˆG está munido com a topologia
produto. ♣

Proposição 3.1. G é um grupo topológico se, e somente se, a função f : GˆGÑ G definida por
fpg, hq “ gh´1 é cont́ınua. �

A demonstração segue de fatos básicos sobre continuidade de funções e sobre a topologia pro-
duto.

Proposição 3.2. Seja G um grupo topológico e seja V uma vizinhança de e. Então existe uma
vizinhança W de e tal que p´1q P V , para todos p, q P W . �

Demonstração. Para ver isso, considere a função f : G ˆ G Ñ G dada por fpp, qq “ p´1q. Pela
proposição 3.1, f é cont́ınua. Assim, f´1pV q é uma vizinhança de pe, eq. Por isso, e pelo fato
do produto cartesiano de abertos ser base da topologia produto, temos pe, eq P V1xV2 Ă f´1pV q.
Assim, basta tomar W “ V1 X V2 �

Dado g P G, G grupo topológico, não é dif́ıcil ver que a função mgpxq : G Ñ G definida por
mgpxq “ gx é uma bijeção cont́ınua, sendo mg´1 sua função inversa (também cont́ınua). Assim,
mg é um homeomorfismo, para todo g P G. Dados x, y P G arbitrários, então mx´1ypxq “ y, o que
indica que o grupo de homeomorfismos de um grupo topológico é transitivo Isto é, qualquer ponto
de G é topologicamente semelhante a qualquer outro ponto. Espaços topológicos que gozem desta
propriedade são comumente denominados espaços homogêneos. Mas esta denominação também
é usada para um espaço métrico em que o grupo de isometrias aja transitivamente sobre ele.
Como isometrias são homeomorfismos, é fácil ver que todo espaço métrico homogêneo é um espaço
topológico homogêneo, se a topologia é induzida pela métrica.
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Uma consequência de um espaço topológico ser homogênea é de que toda vizinhança é homeo-
morfa a alguma vizinhança do elemento neutro:

Proposição 3.3. Seja G um espaço topológico, g P G e U uma vizinhança aberta de g. Então
existe V vizinhança aberta de e (elemento neutro) tal que U e V são homeomorfos. �

Demonstração. Considere a função mg como definida acima. Seja V :“ m´1
g pUq. É fácil ver que

V de fato é uma vizinhança aberta de e. Pela bijetividade de mg, vale que mgpV q “ U . Defina

então f : V Ñ mgpV q “ U por fpxq “ mgpxq. f será um homeomorfismo. É fácil ver que f será
bijetiva e cont́ınua, por ser restrição de função cont́ınua, e também é fácil ver que f´1 é restrição
de m´1

g “ mg´1 , cont́ınua, donde f´1 é cont́ınua. �

Esta semelhança entre as várias partes de um grupo topológico permite-nos encontrar um
critério mais simples para decidir se um grupo é discreto, basta ver se apenas um elemento é
isolado.

Proposição 3.4. Sejam G um grupo topológico, H um subgrupo de G e g P H. Então H é um
subgrupo discreto se, e somente se, g for um ponto isolado de H.

�

Demonstração. Se H é discreto, segue trivialmente que existe g isolado (tome por exemplo a
identidade) Por outro lado, seja U um aberto tal que U XH “ tgu. Tome h P H arbitrário e tome
o homeomorfismo mgh´1 . Note que mgh´1phq “ g, donde V :“ m´1

gh´1pUq é uma vizinhança aberta
de h. Mostraremos, agora, que V X H “ thu. Seja x P V X H. Pela definição de V , temos que
mgh´1pxq “ gh´1x P U . Por construção, gh´1x P H, donde devemos ter gh´1x “ mgh´1pxq “ g
necessariamente, por hipótese. Entretanto, como mgh´1 é bijetiva e mgh´1phq “ g, devemos ter
necessariamente h “ x, portanto h é um ponto isolado. Pela arbitrariedade de h, conclúımos que
H é um subgrupo discreto. �

Corolário 3.4.1. Seja G um grupo topológico. Então G é discreto se, e somente se, existir um
aberto da topologia contendo apenas um elemento do grupo. �

Demonstração. Se G é discreto, obviamente haverá abertos contendo apenas um elemento. Por
outro lado, suponha que tgu é um aberto, para algum g P G. então g é um ponto isolado de G,
donde G é discreto, pela proposição. �

Lema 3.5. Seja G um grupo topológico T1 e H um subgrupo discreto de G. Então H é fechado.
�

Demonstração. Iremos provar que H contém todos os seus pontos de aderência, por absurdo. De
fato, suponha que exista um x no fecho de H e que não está em H. Então x é um ponto de
acumulação de H. Como o espaço é T1, toda vizinhança de x possui infinitos elementos de H.
Acharemos, entretanto uma vizinhança de x cuja intersecção com H é unitária.

Tome V uma vizinhança de e cuja intersecção com H é unitária, e que existe pelo fato de H
ser discreto. Além do mais, tome também uma outra vizinha W de e de tal modo que p´1q P V ,



@p, q P W . Tal vizinhança existe pela proposição 3.2. Provaremos que xW é a vizinhança de
x desejada. Primeiro, é claro que tal conjunto é uma vizinhança de x pelo fato de W ser uma
vizinhança de e e como escólio da proposição 3.3. Mostrarei que xW XH é unitário. Tome dois
pontos de xW XH, digamos xw1 e xw2. Então pxw1q

´1pxw2q “ w´1
1 w2. Como H é fechado pela

operação, devemos ter w´1
1 w2 P H. Por construção, temos também w´1

1 w2 P V . Pela escolha de V ,
devemos ter necessariamente w´1

1 w2 “ e, e portanto w1 “ w2, donde xw1 “ xw2, como queŕıamos
demonstrar. �





Caṕıtulo 4

Alguns Grupos de Matrizes

4.1 O grupo SL(2, R)

O leitor já deve saber que SL(2, R) é o subgrupo de GLp2,Rq das matrizes com determinante
1. Entretanto, há um jeito elegante de definir não apenas este conjunto, mas também tratar do
caso geral SLpn,Kq, K um corpo arbitrário1, e que ainda nos dá de graça o fato de SLpn,Kq
ser um grupo. Para tanto, note que podemos pensar no determinante como um homomorfismo
det : GLpn,Kq Ñ K˚, onde K˚ :“ Kzt0u é tratado como grupo multiplicativo, uma vez que
detpMNq “ detpMq detpNq. Com efeito, o determinante será um epimorfismo. Definimos então
SLpn,Kq :“ kerpdetq e o fato de ser um grupo vem diretamente da proposição 1.2. Uma aplicação
do corolário 1.13.2 nos informa que há um isomorfismo entre K˚ e GLpn,KqzSLpn,Kq.

Geometricamente, podemos pensar em SLpn,Rq como o conjunto das transformações lineares
de Rn que preservam área orientada.

Pois bem, nesta seção estudaremos algumas propriedades algébricas e topológicas do grupo
SL(2, R). Por exemplo, a decomposição de Iwasawa, além de nos fornecer um conjunto gerador
para SL(2, R), nos permitirá ver que este grupo é homeomorfo ao produto de um ćırculo pelo
semiplano, que implicará que o mesmo grupo é homeomorfo ao produto de um ćırculo pelo plano,
ou de um ćırculo por um disco, que corresponde a um toro sólido sem a casca.

O primeiro passo, então, é definirmos uma topologia para SLp2,Rq. O jeito usual de definir
topologia num grupo de matriz qualquer MnpXq sobre um espaço topológico X é de identificar
um elemento de MnpXq com um elemento de Xn2

. Se X for métrico, podemos induzir uma
métrica em MnpXq de maneira análoga. Assim, a topologia de SLp2,R é a mesma do conjunto
tpa, b, c, dq P R, ad´ bc “ 1u.

SLp2,Rq é um grupo de Lie conexo, não-compacto, de dimensão 3

1Na verdade, para a maioria dos resultados deste caṕıtulo, é posśıvel generalizar ainda mais para o caso de um
anel comutativo.
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4.2 Grupos Projetivos

Grupos projetivos são uma classe de grupos muito importantes para nossos propósitos. Por isso, e
por serem pouco familiares para muitas pessoas, decidimos escrever uma seção especialmente para
introduzir os conceitos por trás deles.

Grupos projetivos são, em geral, grupos quocientes de grupos de matrizes, sendo os mais
importantes os grupos PGLpn,Kq e PSLpn,Kq, onde K é um corpo.

A motivação por detrás dos grupos projetivos vem, como o próprio nome sugere, da geometria
projetiva. Ingenuamente, podemos pensar que na geometria projetiva, uma transformação multi-
plicada por um escalar é idêntica à transformação original. Isto é, transformações que só diferem
por multiplicação de escalar são iguais, o que nos leva a querer criar classes de equivalência e tratar
uma transformação do espaço projetivo como todo um conjunto de transformações que agem da
mesma forma.

O mesmo fenômeno ocorre com um grupo de transformações conhecido como transformações
de Möbius. Estas transformações são muito importantes para a análise complexa (por ser o grupo
de automorfismos da esfera de Riemann) e para a geométrica hiperbólica (pois alguns de seus
subgrupos estão ligados a grupo de isometrias de modelos do espaço hiperbólico).

Convém conhecermos um pouco sobre as transformações de Möbius para motivarmos o estudo
dos grupos projetivos, uma vez que acreditamos ser de mais fácil compreensão que geometria
projetiva (e mais úteis para os nosso propósitos).

Veremos com mais detalhes na próxima seção que, em geral, uma transformação de Möbius é
uma função da forma:

z ÞÑ
az ` b

cz ` d

Com a, b, c, d P C e ac ´ bd ‰ 0. Veremos também que estas funções formam um grupo,
denotado por MöbpCq. Este grupo é bastante parecido, no formato de suas operações, com alguns
grupos familiares de matrizes. De fato, um cálculo direto nos mostra que:

Proposição 4.1. A função θ : GLp2,Cq Ñ MöbpCq que mapeia:

ˆ

a b
c d

˙

ÞÑ
az ` b

cz ` d

É um epimorfismo

Em particular, esta proposição nos diz que as composição de transformações e suas as inversas
possuem coeficientes que coincidem com os coeficientes da multiplicação e inversa das matrizes
associadas. Entretanto, θ não se configura como um isomorfismo, pois θpλMq “ θpMq, @λ P Czt0u
e @M P GLp2,Cq. De fato:



λ ¨

ˆ

a b
c d

˙

“

ˆ

λa λb
λc λd

˙

ÞÑ
pλaqz ` pλbq

pλcqz ` pλdq
“
λpaz ` bq

λpcz ` dq
“
az ` b

cz ` d

Eis uma situação em que convém tratar um conjunto de matrizes que diferem apenas por
multiplicação de escalar como uma coisa só, justamente pela estrutura de uma transformação de
Möbius. Como já comentamos (e como era de se esperar), faremos isso quocientando o grupo de
matriz em questão. Mas quocientar com qual subgrupo (normal)?

A escolha mais natural para os nosso propósitos seria usar o próprio núcleo de θ, que já sabemos
ser um subgrupo normal (proposição 1.7), e é o que de fato faremos, a prinćıpio:

Proposição 4.2. O núcleo ker θ é o conjunto tλI, λ P K˚u. �

Demonstração. É óbvio ver que o núcleo contém esse conjunto, pois θpλIqpzq “ pλzq{λ “ z, que é
a identidade. Reciprocamente, se θpMq for a identidade, então θpMq “ z ùñ az`b “ zpcz`dq “
cz2 ` dz ùñ cz2 ` pd ´ aqz ´ b “ 0. Como esta função deve ser zero para todo z, então deve-se
ter b “ c “ 0 e a “ d, isto é, a matriz é M “ aI, como gostaŕıamos. Note que a não pode ser zero
pois aI P GLp2,Cq ðñ a ‰ 0 �

Esta escolha, entretanto, depende da existência de um tal θ, e, em contextos mais gerais, pode-
se querer construir os grupos projetivos sem depender de homomorfismos espećıficos. Tratarei
sobre o que é feito nesses casos: sabemos que o centralizador de um grupo é um subgrupo normal
(proposição 1.24). Mas será que, neste caso, quocientar com o centralizador resultaria no resultado
desejado? Em outras palavras, o centralizador de GLpn,Kq é o conjunto de “transformações
escalares”λIn, λ P K˚? A resposta é sim!

Note que K˚ :“ Kzt0u e multiplicar uma matriz por um escalar é o mesmo que multiplicar por
essas “transformações escalares”.

Proposição 4.3. O centralizador Zpn,Kq do grupo GLpn,Kq é o conjunto tλIn, λ P K˚u. �

Assim, para n arbitrário e K um corpo qualquer, o resultado anterior nos motiva a seguinte:

Definição 4.1. O grupo linear projetivo PGLpn,Kq é definido como o grupo quocienteGLpn,KqzZpn,Kq.
♣

Para o caso espećıfico de n “ 2 e K “ C, sabendo que ker θ “ Zp2,Cq, pelo Primeiro Teorema
de Isomorfismos (1.13.1), ganhamos de graça que PGLp2,Cq – MöbpCq.

Enquanto que a definição de PGL é relativamente unânime entre os autores (alguns quocientam
com o núcleo de um homomorfismo espećıfico, ou não chamam a atenção para o fato do conjunto
ser centralizador... mas o conjunto sempre é o mesmo), a definição de PSL possui duas definições
(realmente) diferentes, embora os grupos resultantes sejam isomorfos.

Na definição que seguiremos, somos motivados a quocientar dessa vez o grupo SLpn,Kq, de
uma maneira parecida com a que fizemos para o grupo GLpn,Kq, de modo que o grupo quociente



resultante herde de SL a propriedade de que seus elementos tenham determinante 1. Mais espe-
cificamente, queremos que cada elemento de PSL seja uma classe de equivalência com todos os
elementos tendo determinante 1 e que difiram apenas pela multiplicação por um escalar.

Na outra definição, simplificadamente, PSL seria formado por classes de equivalência de ele-
mentos que podem ter determinante 1 ao serem multiplicados por um escalar adequado. E, portanto,
não seria um quociente de SL. Veremos mais para frente o que seria.

Mais uma vez: na nossa definição, PSL será um grupo cujos elementos são classes de equi-
valência contendo apenas matrizes de determinante 1. Na definição alternativa, PSL seria o
grupo cujos elementos são classes de equivalência contendo matrizes que podem ter determinante
1 ao serem multiplicadas por um escalar, ou seja, classes de equivalência que contém algum ele-
mento de determinante 1. A possibilidade de multiplicar a matriz por um escalar de modo que
seu novo determinante seja 1 depende do corpo considerado. Veremos que, quando tratamos
do corpo dos complexos, isso sempre é posśıvel. Assim, na definição alternativa, valeria que
PGLpn,Cq “ PSLpn,Cq. Esta igualdade não se verificará entretanto na nossa definição, sendo
substitúıda por um isomorfismo.

Dada a motivação do que queremos que PSL seja, acabará que nossa definição será parecida
com a do PGL. A única diferença é que devemos quocientar por um subgrupo de SL, não podendo
ser, portanto, Zpn,Kq completamente. Quocientaremos, portanto, pelo grupo SZpn,Kq :“ λIn X
SLpn,Kq que é um subgrupo normal por (proposição 1.8).

Definição 4.2. O grupo linear especial projetivo PSLpn,Kq é definido como o grupo quociente
SLpn,KqzSZpn,Kq. ♣

Vejamos como seria a cara do grupo PSLp2,Cq, a t́ıtulo de exemplo. O grupo SZp2,Cq é o
grupo das matrizes λI com determinante 1. Ora:

det

ˆ

λ 0
0 λ

˙

“ λ2

E então queremos que λ2 “ 1, que só é posśıvel caso λ “ 1 ou λ “ ´1. Explicitamente isso
nos dá SZp2,Cq “ tI,´Iu e os elementos de PSLp2,Cq são parzinhos da forma tM,´Mu, com
M P SLp2,Cq. Analogamente, temos também que os elementos de PSLp2,Rq são parzinhos da
forma tM,´Mu, com M P SLp2,Rq.

Em especial, a identidade de PSLp2,Cq seria então o parzinho tI,´Iu, que claramente não pos-
sui 2I como elemento, apesar de que 2I é elemento da identidade de PGLp2,Cq, que é exatamente
Zp2,Cq. Isso mostra que PGLp2,Cq ‰ PSLp2,Cq, definitivamente.

Agora, para atingir o objetivo da definição alternativa, teŕıamos que definir PSLpn,Kq como
a imagem de SLpn,Kq pela aplicação quociente q : GLpn,Kq Ñ PGLpn,Kq. Esta aplicação q
manda cada matriz de GL no respectivo conjuntinho de PGL que a contém.

Definição 4.3. O grupo linear especial alternativo PSL ˚ pn,Kq é definido como tqpMq,M P

SLpn,Kqu, onde q : GLpn,Kq Ñ PGLpn,Kq é a aplicação quociente. ♣



A identidade de PSL ˚ p2,Cq é então qpIq “ Zp2,Cq, que, em particular, contém o elemento
2I. Não apenas isso mas, mais geralmente, temos PGLpn,Cq “ PSL ˚ pn,Cq. A prova deste fato
usa violentamente o fato que C é algebricamente fechado, o que motiva o seguinte resultado:

Proposição 4.4. PGLpn,Kq “ PSL ˚ pn,Kq se, e somente se K possui a ráız n´ésima de todo
elemento. �

Lembrando que MöbpCq é isomorfo a PGLp2,Cq, o que a proposição anterior está nos dizendo
é que é posśıvel escrever qualquer transformação de Möbius de modo que ad ´ bc “ 1. De fato,
basta dividir em cima e embaixo por

?
ad´ bc.

Resumo da ópera:

Proposição 4.5. MöbpCq – PGLp2,Cq “ PSL ˚ p2,Cq – PSLp2,Cq �

O que acontece porém, com PSL ˚ p2,Rq, uma vez que R não possui raiz quadrada de números
negativos? Qual é o conjunto qpNq com N P SLp2,Rq? Em outras palavras, quais são as matrizes
M tais que detpλMq “ 1, para algum λ P R?

Afirmo que M não pode ter determinante negativo. De fato, detpλMq “ λ2 detpMq. Como
λ é real, λ2 só pode ser positivo, e se fosse detpMq ă 0, teŕıamos detpλMq ă 0, para todo
λ, nunca podendo ser igual a 1. Reciprocamente, todas as matrizes de determinante positivo
são equivalentes a alguma matriz com determinante 1, bastando multiplicar por 1{

a

detpMq, de
forma que PSL ˚ p2,Rq é o conjunto de classes de equivalência que contém apenas matrizes de
determinante positivo. Podemos então definir Möb`pRq como o conjunto das transformações de
Möbius a coeficientes reais tais que ad ´ bc ą 0 e valerá que Möb`pRq – PSL ˚ p2,Rq, donde
qualquer transformação de Möbius assim pode ser escrita de modo que ad´ bc “ 1.

Há uma vantagem na nossa definição com relação à alternativa: com ela, é mais natural estender
o conceito de traço para grupos projetivos e transformações de Möbius. Seja g P PSLp2,Kq com
K “ R ou R. Então g “ tM,´Mu, com M P SLp2,K. Assim, se definimos o traço de g como
o traço das matrizes que o compõe, a função não estará bem definida, pois trp´Mq “ ´trpMq.
Entretanto, as funções tr2pgq e Trpgq :“ |trpgq| estão, o que não seria o caso se usássemos a
definição alternativa. O traço de uma transformação de Möbius T corresponde então ao traço do
elemento de PSL(2, K) correspondente.

Como os grupos projetivos que estamos lidando são quocientes de espaços topológicos, muni-
los-emos com a topologia mais adequada: a topologia quociente. Esta topologia é, em geral,
metrizável e a próxima proposição nos fornecerá uma métrica posśıvel para o caso de PSLp2,Rq,
e que nos será útil adiante.

Proposição 4.6. Sejam rM s “ tM,´Mu e rN s “ tN,´Nu elementos de PSLp2,Rq. A métrica
definida por dprM s, rN sq “ mintdpM,Nq, dpM,´Nqu induz a topologia de PSLp2,Rq. �





Parte II

Grupos Fuchsianos
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Caṕıtulo 5

Transformações de Möbius

5.1 Noções de Análise Complexa

5.1.1 A Esfera de Riemann

Há algumas vantagens em usar o corpo dos números complexos. Uma delas é de que os complexos
são algebricamente fechados. Outra, é de que uma função que é diferenciável uma vez em um
domı́nio1 é diferenciável infinitas vezes neste domı́nio e, para todo ponto dele, podemos escrever
a função como uma série de potências convergente em uma determinada vizinhança do ponto
(são as chamadas funções holomorfas ou anaĺıticas). Duas desvantagens dos complexos são: não
poder dividir por zero e C não ser compacto (e portanto poder haver sequências sem nenhuma
subsequência convergente). Estas duas desvantagens podem ser ambas dribladas acrescentando 8
aos complexos. Este novo conjunto será chamado de plano complexo estendido, e denotado por
C :“ C Y8. Para os leitores preocupados, a natureza do elemento 8 não importa - a prinćıpio,
pode tomar qualquer objeto que não pertença a C.

Proposição 5.1. Seja S2 Ă R3 a esfera unitária de centro em p0, 0, 0q. A projeção estereográfica
π : S2{p0, 0, 1q Ñ C é um homeomorfismo. �

Demonstração. A projeção estereográfica é dada por:

πpx, y, zq “
x

1´ z
` i

y

1´ z
(5.1)

Para ver que a projeção é cont́ınua, basta ver que cada uma das funções coordenadas são
cont́ınuas (nunca se tem z “ 1).

Falta ver que a função inversa é cont́ınua. Para tanto, achemos agora uma expressão para esta.
Definindo u :“ Repπq e v :“ Impπq, temos:

1Neste caṕıtulo, domı́nio será sinônimo de aberto conexo, quando subentendido pelo contexto.
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u2
` v2

` 1 “
x2 ` y2 ` p1´ zq2

p1´ zq2
“
x2 ` y2 ` z2 ` 1´ 2z

p1´ zq2

Como px, y, zq P S2, x2 ` y2 ` z2 “ 1 e dáı:

u2
` v2

` 1 “
2´ 2z

p1´ zq2
“

2

1´ z

Por (1), temos que:

u “
x

1´ z
ùñ x “ up1´ zq “

2u

2{p1´ zq
“

2u

u2 ` v2 ` 1

Analogamente:

y “
2v

u2 ` v2 ` 1

Para achar z em função de u e v, veja que:

u2
` v2

` 1 “
2

1´ z
ùñ 1´ z “

2

u2 ` v2 ` 1
ùñ z “ 1´

2

u2 ` v2 ` 1

ùñ z “
u2 ` v2 ` 1´ 2

u2 ` v2 ` 1
ùñ z “

u2 ` v2 ´ 1

u2 ` v2 ` 1

Com isto, chegamos finalmente que:

π´1
pu, vq “

ˆ

2u

u2 ` v2 ` 1
,

2v

u2 ` v2 ` 1
,
u2 ` v2 ´ 1

u2 ` v2 ` 1

˙

(5.2)

Que é evidentemente cont́ınua pois cada função coordenada é cont́ınua. �

Podemos construir uma bijeção π : S2 Ñ C estendendo π de forma que πp0, 0, 1q “ 8. A
semelhança entre C e S2 se estende também para a topologia, por isso os dois objetos costumam
ser identificados e costumamos chamar C de esfera de Riemann.

Definiremos a topologia de C como as imagens por π de abertos de S2, e teremos:

Proposição 5.2. π é um homeomorfismo. �



Demonstração. Seja A um aberto de C. Quero mostrar que π´1pAq é aberto de S2. Ora, por
definição de aberto em C, existe B aberto de S2 tal que A “ πpBq. Como π é uma bijeção,
π´1pAq “ π´1pπpBqq “ B, que é aberto de S2. Está provado que π é cont́ınua.

Agora, dado B aberto de S2, quero provar que τ´1pBq é aberto de C, onde τ é a função inversa
de π. Ora, a imagem inversa da função inversa de uma função, coincide com sua imagem direta,
donde τ´1pBq “ πpBq, que é aberto por definição. �

Corolário 5.2.1. C é compacto �

Demonstração. S2 é compacto e C é a imagem de S2 sob π. Como π é homeomorfismo, em parti-
cular é cont́ınua. Como a imagem de compactos por funções cont́ınuas é compacto, a proposição
segue. �

Proposição 5.3. Todo aberto de C ou é um aberto de C, ou é o complementar de um compacto
de C unido com 8 �

O processo que acabamos de fazer é o caso particular de uma técnica mais geral conhecida como
compactificação de espaços topológicos (mais especificamente, compactificação de Alexandrov).

Sobre a aritmética, definimos: 8` z “ 8 para todo z P C, bem como para z “ 8. Se z ‰ 0,
então z8 “ 8 (mesmo se z for infinito). As operações 8 ´ 8 e 08 ficam indeterminadas e
portanto a esfera de Riemann não se configura como um corpo.

Ao transformar o plano complexo na esfera de Riemann, podemos nos perguntar o que acontece
com os conceitos que estamos familiarizados no plano usual. Já vimos algumas coisas sobre como a
continuidade é generalizada, mas e quanto à analiticidade? Recorde que existiam algumas funções
que tinham tudo para ser anaĺıticas em todo o plano e isso só não era posśıvel pois em alguns
pontos ela não estava bem-definida. Por exemplo, a função 1{z. Agora, faz sentido falarmos no
valor desta função em z “ 0. De fato, esta função, vista como de C Ñ C, será anaĺıtica em todo
seu domı́nio.

De forma mais geral, o conceito gerneralizado de analiticidade será muito similar a um outro
conceito que já podia ser estudado no plano: o de meromorfismo. Uma função era dita meromorfa
se era anaĺıtica em seu domı́nio, com exceção de um conjunto discreto de pontos onde ela possúıa
singularidades do tipo pólo. Como pode ser induzido a partir do exemplo que demos, singularidades
desse tipo não serão mais um problema para nós, e portanto funções meromorfas irão satisfazer os
critério de analiticidade na esfera de Riemann.

Analisemos com um pouco mais de cuidado as condições da definição de meromorfismo. A
condição de que as singularidades devem ser isoladas é fruto do teorema bem conhecido que funções
anaĺıticas que dão o mesmo valor num conjunto com ponto de acumulação são constantes. Assim,
se f tiver um conjunto não discreto de singularidades, 1{f teria um conjunto não discreto de zero,
e portanto ou seria identicamente zero ou não seria anaĺıtica. 1{f ser identicamente nula faria
com que f não estivessem bem definida em lugar nenhum, e portanto 1{f não seria anaĺıtica, de
forma que f não merece o t́ıtulo de meromorfa. Agora que estamos no plano estendido, o teorema
acima citado continuará valendo, então é posśıvel que uma função anaĺıtica tenha um conjunto



não discreto de “singularidades”, mas agora ela vai ser identicamente infinito (caso contrário não
será anaĺıtica).

Por fim, a restrição de que as singularidades sejam pólos é muito mais importante. Se a
singularidade for remov́ıvel, não temos nada com o que nos preocupar, mas se for essencial, então
o limite da função para z tendendo ao ponto da singularidade não existirá, mesmo na esfera de
Riemann! Se o limite não existe, não há nenhuma esperança quanto a função ser cont́ınua, e muito
menos quanto a ela ser anaĺıtica. Assim, analiticidade na esfera é bastante intercambiável com
meromorfismo.

Assim como holomorfismo no plano implicava em continuidade, a proposição seguinte nos
garante que:

Proposição 5.4. Se f é anaĺıtica em C, então f é cont́ınua em C �

Diferentemente do que ocorria com funções holomorfas no plano, agora será posśıvel achar uma
forma fechada para o conjunto de todas as funções anaĺıticas:

Teorema 5.5. Uma função de C para C é anaĺıtica se, e somente se é uma função racional �

E além disso:

Proposição 5.6. Uma função racional f : C Ñ C é injetiva se, e somente se for composta por
polinômios de grau igual a 1. �

O conjunto das funções anaĺıticas em C forma um corpo Cpzq. Este corpo possui um subcorpo
isomorfo a C (o das funções constantes) e portanto, Cpzq pode ser considerado uma extensão de C

5.1.2 Ćırculos e Retas

Nesta seção, iremos generalizar os conceitos de ćırculos e retas em dois sentidos. O primeiro se
refere ao tratamento para dimensões arbitrárias. O segundo tem a motivação de tratar ćırculos e
retas de maneira unificada, de maneira que seremos capazes de pensar numa reta como um ćırculo
de raio infinito.

Note que uma reta, no plano, é um subespaço afim de dimensão 1. No espaço tridimensional,
o análogo a uma reta seria um plano, que é um subespaço afim de dimensão 2. Feitas estas
observações, parece razoável dizer que a generalização da reta num espaço n´dimensional é um
subespaço afim de dimensão n´ 1. A diferença entre a dimensão de um subespaço e o espaço que
o contém é chamada de codimensão. Assim, um hiperplano é um subespaço de codimensão 1.

Antes de tratarmos do caso afim, tratemos do caso linear. É um resultado bem conhecido
de álgebra linear que o complemento ortogonal de um subespaço de dimensão n ´ 1 num espaço
n´dimensional será um subespaço de uma dimensão, isto é, gerado por um vetor. Assim, qualquer
subespaço de dimensão n ´ 1 pode ser visto como complemento ortogonal de um vetor não-nulo.



Assim, um subespaço de codimensão 1 equivale ao conjunto tv P V ; xp, vy “ 0u, para algum p não-
nulo. Levando em consideração o produto interno usual, um subespaço é o conjunto de vetores
px1, ..., xnq tais que:

a1x1 ` ...` anxn “ 0

Onde pa1, ..., anq “ p. Para duas dimensões, recuperamos a equação da reta que passa na
origem: ax` by “ 0 ðñ y “ ´pa{bqx.

Temos ainda que um subespaço afim é um conjunto de pontos que seria um subespaço se todos
os pontos fossem subtráıdos por um mesmo vetor, a fim de passarem pela origem. Isso nos diz que
um hiperplano é o conjunto de vetores: tv P V ; xpv ´ wq, py “ 0u “ tv P V ; xv, py ´ xw, py “ 0u “
tv P V ; xv, py “ bu, com b “ xw, py. Isso nos leva a seguinte definição:

Definição 5.1. Um hiperplano em Rn é o conjunto de pontos x que satisfaz p ¨ x “ b, com p P Rn

e b escalar. ♣

Em outros termos, um hiperplano é o conjunto de pontos que satisfaz:

a1x1 ` ...` anxn “ b

Que recupera a equação geral da reta: ax ` by “ c ðñ y “ ´pa{bqx ` c{b e a equação do
plano: ax` by ` cz “ d.

Vamos agora unificar os conceitos de reta e ćırculo em C. Ora, já vimos que uma reta no plano
é o conjunto de pontos que satisfaz ax ` by ` c “ 0 para a, b, c reais. Escrevendo x, y em termos
de z “ x` iy e seu complexo conjugado, temos que uma reta no plano complexo é o conjunto de
pontos que satisfazem:

a

ˆ

1

2
pz ` z˚q

˙

` b

ˆ

1

2i
pz ´ z˚q

˙

` c “ 0

Rearranjando, temos:

βz ` β˚z˚ ` c “ 0

Com β “ pa´ ibq{2. (Verifique!)

Por outro lado, um ćırculo no plano complexo tem a forma |z ´ z0| “ r2. Podemos reescrever
esta relação no formato: pz ´ z0qpz ´ z0q

˚ “ r2 “ pz ´ z0qpz
˚ ´ z˚0 q “ r2.

ùñ zz˚ ´ z˚0z ´ z0z
˚
` z0z

˚
0 ´ r

2
“ 0



Tomando β “ ´z˚0 e c “ z0z
˚
0 ´ r

2, a equação acima se escreve:

zz˚ ` βz ` β˚z˚ ` c “ 0

Sabendo que multiplicar a equação da reta e do ćırculo por um escalar não-nulo não altera o
conjunto de pontos que são solução, temos que ambas se apresentam na forma αzz˚`βz`β˚z˚`γ “
0, onde uma reta ocorre quando α “ 0 e um ćırculo ocorre caso contrário. Isso nos motiva a seguinte
definição:

Definição 5.2. Um ćırculo no plano complexo é o conjunto de pontos que satisfaz a seguinte
equação:

αzz˚ ` βz ` β˚z˚ ` γ “ 0

Com α, γ reais.

Esta definição entra em conflito com a definição usual de ćırculo, mas a distinção será clara
pelo contexto.

5.1.3 Conformalidade

Intuitivamente, uma transformação conforme é uma transformação que preserva ângulos orien-
tados. Um jeito de tornar esta ideia um pouco mais rigorosa é dizer que, para qualquer ponto e
quaisquer duas curvas que cruzam este ponto, o ângulo orientado entre os vetores tangentes a estas
curvas é igual ao ângulo (orientado) dos vetores tangentes às curvas que são imagem das curvas
originais.

Um critério equivalente mas um pouco mais simples é de que uma transformação é conforme
quando sua jacobiana, a cada ponto, é uma constante positiva vezes uma matriz ortogonal de
determinante 1. A razão para isto ficará mais clara na subseção 6.2.3.

Um conceito relacionado é o de transformação que preserva ângulo mas reverte orientação, em
alguns lugares chamada de indiretamente conforme ou algo assim. Uma tal função teria como
jacobiana, a cada ponto, um múltiplo não necessariamente positivo de uma matriz ortogonal.

Para o caso espećıfico de uma função anaĺıtica, as condições de Cauchy-Riemann garantem que
qualquer função holomorfa seja conforme, desde que sua derivada não seja nula.

5.2 Definição e primeiras propriedades

Definição 5.3. Uma função T : C Ñ C é dita ser uma Transformação de Möbius se existem
a, b, c, d P C com ad´ bc ‰ 0 tais que:



T pzq “
az ` b

cz ` d

@z P C. ♣

Note que é necessário que a função tome valores nos complexos estendidos, para estar bem
definida (pelo menos se c ‰ 0), caso contrário teŕıamos um pólo em ´d{c.

É fácil ver que as transformações de Möbius formam um grupo sob a operação de composição.
Entretanto, para que isto seja verdade, torna-se relevante o fato de ad ´ bc ‰ 0, como segue
da proposição 5.7. Este grupo será denotado por MöbpCq. Já vimos brevemente este grupo na
seção 4.2. Recomendo fortemente a leitura desta seção antes da presente, mas relembrarei que os
principais fatos são: 1) MöbpCq – PSLp2,Cq. Em particular, os coeficientes da composição são
dados pelos coeficientes da multiplicação das matrizes associadas2; e 2) qualquer transformação
de Möbius pode ser escrita de modo que ad´ bc “ 1. Assim, a partir de agora, ao considerarmos
uma transformação de Möbius, podemos assumir implicitamente que seus coeficientes satisfazem
ad´ bc “ 1.

Proposição 5.7. Seja T : CÑ C dada por:

T pzq “
az ` b

cz ` d

Com a, b, c, d P C quaisquer. Então, T é constante se, e somente se (estiver bem-definida e)
ad´ bc “ 0

Demonstração. O requerimento de que a função esteja bem definida é para evitar patologias como
todos os coeficientes serem nulos, o que levaria a indeterminações. Excluindo estes casos, sabemos
por um resultado elementar de álgebra linear que se o determinante de uma matriz pab|cdq for nulo,
então pa, bq e pc, dq são proporcionais, isto é, existe λ tal que paz` bq{pcz`dq “ λpcz`dq{pcz`dq,
donde a transformação é a constante λ. Reciprocamente, teŕıamos az ` b “ λcz ` λd ùñ

pa´ λcqz ` pb´ λdqz “ 0 para todo z, e portanto ad´ bc “ λab´ λba “ 0. �

Proposição 5.8. As transformações de Möbius são bijeções.

Demonstração. Se c “ 0, a transformação é afim, e portanto bijetiva. Para c ‰ 0, provaremos
primeiro a injetividade. Tome z, w P Czt´d{cu. Se T pzq “ T pwq, então paz ` bqpcw ` dq “
paw ` bqpcz ` dq. Abrindo as contas chegamos em pad ´ bcqz “ pad ´ bcqw. Como ad ´ bc ‰ 0,
z “ w. Para a sobrejetividade, T pzq “ y significa az ` b “ czy ` dy ùñ pa ´ cyqz “ dy ´ b e
portanto z “ pdy ´ bq{pa´ cyq. Se y “ a{c, então z “ 8. �

Na presente seção, iremos nos dedicar a estudar as propriedades de MöbpCq relacionadas com
sua ação em C. Na verdade, podemos pensar nas transformações de Möbius como a expressão

2Esse fato poderia fazer o leitor atencioso suspeitar que transformações com ad´bc “ 0 correspondem a matrizes
com determinante nulo (não-invert́ıveis) e portanto as próprias transformações não teriam inversa



da ação do grupo PSLp2,Cq em C. Neste sentido, esta seção irá se preocupar em estudar o
grupo PSLp2,Cq enquanto agente deste espaço. Assim, estudaremos questões de pontos fixos,
estabilizadores, transitividade, etc.

Convém estabelecer uma notação que será seguida no decorrer de todo o texto, daqui em diante.
Dada um matriz M , seja de um grupo linear quanto de um grupo projetivo, denotaremos por fM
a respectiva transformação de Möbius.

Voltando um pouco em seu papel na análise complexa, as transformações de Möbius são preci-
samente os automorfismos da esfera de Riemann. Isto significa que estas transformações preservam
a estrutura de variedade complexa da esfera. Sem entrar em muitos detalhes agora, mas preser-
var a estrutura de variedade complexa significa que a transformação é uma bijeção meromorfa
com inversa também meromorfa. A proposição seguinte demonstra isto, juntamente com o fato já
conhecido que MöbpCq é um grupo.

Proposição 5.9. Uma função T : C Ñ C pertence a MöbpCq se, e somente se T é uma bijeção
meromorfa �

Demonstração. Basta usar em conjunto o teorema 5.5 e a proposição 5.6 �

Corolário 5.9.1. Se T P MöbpCq, então T é homeomorfismo de C. �

Demonstração. Pela proposição, T é meromorfa. Pela proposição 5.4, T é cont́ınua em C. Como
MöbpCq é um grupo, T´1 P MöbpCq, donde T´1 é meromorfa e portanto cont́ınua. A afirmação
segue. �

Chamo a atenção para o fato de que a proposição acima diz que preservar a estrutura de
variedade complexa nos dá automaticamente que a topologia também é preservada.

Busquemos agora um gerador para Möb. A proposição seguinte nos fornece isto.

Proposição 5.10. Sejam Rθ definida por Rθpzq “ eiθz, J definida por Jpzq “ ´1{z, Hλ definida
por Hλpzq “ λz e Tb definida por Tbpzq “ z`b funções da esfera de Riemann na esfera de Riemann.
O conjunto X “ tRθ, Hλ, Tb, J |θ P R, λ P R`, b P Cu gera Möb. �

Devido a esta proposição, há uma interpretação geométrica bacana para transformações de
Möbius. Imagine que temos uma esfera em cima de um plano e uma lâmpada em cima da esfera, que
gera uma projeção estereográfica sobre o plano. Então as transformações de Möbius correspondem
a uma composição das seguintes operações com a esfera: i) rotação sobre o eixo vertical (Rθ), ii)
rotação sobre o eixo horizontal que passa por 1 e -1 (J), iii) contração ou expansão da esfera (Sr),
iv) translações da esfera (Tt).

Uma outra caracteŕıstica importante das transformações de Möbius é o que se segue:

Teorema 5.11. Uma transformação da esfera de Riemann em si mesma é um homeomorfismo
conforme que preserva orientação se, e somente se, é uma transformação de Möbius. �



Transformações de Möbius diferentes da identidade possuem no máximo dois pontos fixos. Isto
é, se uma transformação de Möbius deixa três pontos fixos, então é a identidade. Podemos usar
a interpretação acima e então este fato pode ser expresso nos seguinte termos: é imposśıvel fazer
quaisquer movimentos numa esfera fixando três dedos nela (em pontos diferentes).

5.3 Classificação Geométrica

O grupo de Mobius é realmente grande, mas é posśıvel divid́ı-lo em um número pequeno de
conjuntos em que dois elementos do mesmo conjunto compartilham algumas similaridades entre
si, sendo a principal delas as suas propriedade dinâmicas, mas também algumas caracteŕısticas
dos pontos fixos. Inspirado no (resultado tal), já adianto que também tem a ver com classes
de conjugação. Adianto também que é 4 o número de tipos e que esses tipos de transformação
de Möbius são: eĺıpticas, parabólicas, hiperbólicas e loxodrômicas. O objetivo desta seção é
justamente obtermos essa classificação, e começaremos a busca analisando os pontos fixos.

5.3.1 Pontos fixos

Proposição 5.12. Uma transformação de Möbius T fixa 8 se, e somente se c “ 0. �

Demonstração. Evidente, basta ver que T p8q “ a{c. �

Assim como o número de pontos fixos é constante em cada classe de conjugação, há uma
outra quantidade, espećıfica de matrizes, que também é preservada: o traço. Acontece que há
de fato uma relação entre o traço de uma matriz e os pontos fixos da transformação de Möbius
correspondente, como um resultado mais adiante assegura.

Antes, porém, relembro que trpABq “ trpBAq, portanto trpU´1TUq “ trpUU´1T q “ trpT q,
donde vemos que o traço realmente é constante em cada classe de conjugação. Um contratempo,
entretanto, é que o traço não é uma função bem definida em PSL. Cada elemento sendo um
parzinho tM,´Mu e o traço sendo linear, temos que trpMq “ ´trp´Mq. Para driblar este
problema com sinal, iremos nos importar com o quadrado do traço. Isto sim será uma função
bem definida em PSL: tr2prM sq “ tr2pMq não depende do representante, diferentemente do traço
usual. Finalmente, temos:

Teorema 5.13. Sejam M P PSLp2,Cq e T “ fM (tal que ad´ bc “ 1). Se tr2pMq ‰ 4, então T
fixa exatamente dois pontos. Se tr2T “ 4 e não for a identidade, então fixa exatamente um ponto.
�

Demonstração. Separaremos em casos. Primeiro, suponha que c ‰ 0. então, se z é um ponto fixo:

az ` b

cz ` d
“ z ùñ cz2

` pd´ aqz ´ b “ 0



A equação acima possui duas soluções se ∆ ‰ 0 e uma se ∆ “ 0. Ora:

∆ “ pd´ aq2 ` 4bc “ pa` dq2 ´ 4 “ tr2T ´ 4

Assim, T fixa dois pontos se tr2pMq ‰ 4 e um se tr2 “ 4.

Vejamos agora o caso em que c “ 0. Neste caso, ad “ 1 e a transformação pode ser escrita
como T pzq “ a2z ` ab, e, como já foi dito, 8 é um ponto fixo. Buscando por outros pontos fixos,
temos:

a2z ` ab “ z

Agora separaremos no caso que a2 “ 1 e a2 ‰ 1. Ora, no primeiro deles temos que T pzq “ z`b,
donde 8 é o único ponto fixo se b ‰ 0, isto é, se T não for a identidade. Caso contrário, teremos
outro ponto fixo dado por:

z “
ab

1´ a2

Até agora temos o seguinte: Se c ‰ 0, T tem dois pontos fixos se tr2T ‰ 4 e um se tr2pMq “ 4.
Se c “ 0 e T não é a identidade, então T tem dois pontos fixos se a2 ‰ 1 e apenas um se a2 “ 1.

Para concluir a demonstração, basta agora mostrarmos que a2 “ 1 ðñ tr2 “ pa` dq2 “ 4

Suponha que a2 “ 1, então d2 “ 1, pois ad “ 1 ùñ a2d2 “ 1 ùñ d2 “ 1. Dáı,
tr2T “ pa` dq2 “ a2 ` 2ad` d2 “ 4.

Por outro lado, temos a2 ` 2ad` d2 “ 4 ùñ a2 ` 1{a2 “ 2. Chamando a2 de x (que deve ser
diferente de zero), temos x2 ´ 2x` 1 “ 0, cuja única solução é x “ a2 “ 1. �

Corolário 5.13.1. Se T é uma transformação de Möbius que fixa três (ou mais) pontos, então T
é a identidade. �

Corolário 5.13.2. O grupo de Möbius não é 4-transitivo. �

Demonstração. Não existe uma transformação que leva p0, 1,8, 2q em p0, 1,8, 3q, por exemplo. �

Aproveitando o corolário acima, daremos uma pausa para estudarmos a transitividade do grupo.

5.3.2 Interlúdio: Transitividade

Proposição 5.14. O grupo de Möbius é simplesmente 3-transitivo. �



Demonstração. Seja pz1, z2, z3q uma tripla qualquer de números complexos distintos. Iremos achar
uma transformação de Möbius que leva essa tripla em p0, 1,8q, e isto bastará.

Caso os três forem finitos, é fácil verificar que a seguinte transformação leva cada ponto em
p0, 1,8q respectivamente:

pz ´ z1qpz2 ´ z3q

pz1 ´ z2qpz3 ´ zq

Para o caso em que algum for infinito, basta tomar o limite na expressão acima, o que resulta
em, respectivamente:

z2 ´ z3

z ´ z3

,
z ´ z1

z ´ z3

,
z ´ z1

z2 ´ z1

A demonstração da existência fica conclúıda pelo fato que ad ´ bc ‰ 0 em todas as trans-
formações; o que é matéria de fácil verificação, dado que os três pontos são distintos.

A unicidade é feita da seguinte forma. Seja U uma transformação que leva pz1, z2, z3q em
p0, 1,8q e provaremos que U “ T . De fato, U´1 leva p0, 1,8q em pz1, z2, z3q, donde TU´1 fixa os
pontos p0, 1,8q. Pelo que foi visto, TU´1 deve ser a identidade, e segue que T “ U . �

5.3.3 Classes de Conjugação

Como já foi observado, o estudo dos pontos fixos irá nos conduzir naturalmente ao estudo das
classes de conjugação. Apesar do traço ser uńıvoco em cada classe de conjugação, poderia ser o
caso de haver duas classes de conjugação com o mesmo traço. Isto não ocorre e portanto, para as
tranformações de Möbius, falar em classe de conjugação é a mesma coisa que falar em traço, isto
é, as classes de conjugação possuem uma relação bijetiva com o traço (à exceção da identidade
que, como já vimos, forma uma classe de conjugação por si própria). Antes de provarmos isso,
o lema seguinte irá nos fornecer representantes simples de cada classe de conjugação, bem como
contribuir para a caracterização de todas as classes. Estes representantes desempenharão um papel
importante futuramente devido a sua simplicidade.

Lema 5.15. Seja Uλ “ λz se λ ‰ 1 e U1 “ z ` 1. Então, toda transformação de Möbius, que
não é a identidade, é conjugada a Uλ para algum λ ‰ 0. Além disso, Uλ é conjugado a Uκ se, e
somente se λ “ 1{κ. �

Demonstração. Já vimos que, se uma transformação não é a identidade, então ela possui um ou
dois pontos fixos.

Consideremos primeiro uma transformação T que fixa um ponto, digamos z0. Pela transitivi-
dade do grupo de Möbius, existe uma transformação S que leva 8 em z0, de modo que a trans-
formação S´1TS fixa8 e somente8. Por um escólio do teorema 5.13, temos que S´1TSpzq “ z`b.



Tomando a homotetia V pzq “ bz vemos facilmente que V ´1pS´1TSqV pzq “ z ` 1, donde T é con-
jugado a U1 mediante SV .

Agora, seja T uma transformação que fixa dois pontos, digamos z1, z2. Novamente, pela tran-
sitividade, existe uma transformação W que manda p0,8q em pz1, z2q de forma que W´1TW fixa
0 e 8. Novamente pelo escólio do teorema 5.13, temos que a transformação é dada por a2z ` ab.
Entretanto, por fixar 0, deve valer que b “ 0, e áı a transformação é do tipo Uλ com λ “ a2 ‰ 1

Em primeiro lugar, U1 não pode estar conjugado a nenhum outro Uλ, pois o número de pontos
fixos não é o mesmo (como já comentamos, elementos conjugados possuem o mesmo número de
pontos fixos). Agora, suponha que Uλ é conjugado a Uκ, então tr2pUλq “ tr2pUκq, isto é:

λ`
1

λ
` 2 “ κ`

1

κ
` 2 ùñ λ`

1

λ
“ κ`

1

κ
` ùñ pκ`

1

κ
qλ “ λ2

` 1

ùñ λ2
´ pκ`

1

κ
qλ` 1

Por Báskara, isso nos dá λ “ κ ou λ “ 1{κ.

Reciprocamente, se Jpzq “ 1{z, J´1pzq “ 1{z, dáı J´1UλJ “ U1{λ �

Assim, achamos mais um objeto que está em bijeção com as classes de conjgação: o par tλ, 1{λu,
que é chamado multiplicador da transformação de Möbius. Além disso:

Teorema 5.16. Duas transformações de Möbius são conjugadas se, e somente se o traço ao
quadrado delas são iguais. �

Demonstração. Basta mostrar que se possuem o mesmo traço são conjugados. Digamos que estas
duas transformações sejam conjugadas a Uλ e Uκ, e isso está garantido pelo lema 5.15 acima.
Então, vale também que tr2pUλq “ tr2pUκq e já vimos que isso implica que κ “ λ ou κ “ 1{λ. De
qualquer forma, Uλ e Uκ são conjugados, e portanto as transformações iniciais também. �

O lema 5.15 serviu, basicamente, para reduzir o problema de provar que traços iguais implicam
em classes de conjugações iguais para apenas uma classe espećıfica de transformações de Möbius.

Vemos que, associada com uma certa transformação de Möbius há dois valores, o traço ao
quadrado e o multiplicador. Estes valores, além de especificarem a classe de conjugação, também
determinam o comportamento geométrico das transformações e o comportamento de T npzq quando
n tende a infinito, como veremos na próxima subseção, e estão relacionadas pela fórmula: tr2pT q “
λ` 1{λ` 2



5.3.4 Propriedades dinâmicas

Definição 5.4. Seja T uma transformação de Möbius. Dizemos que T é eĺıptica se 0 ď tr2pT q ă 4,
que é parabólica se tr2pT q “ 4, que é hiperbólica se tr2pT q ą 4 e, por fim, que é loxodrômico caso
contrário, isto é, se tr2pT q ă 0 ou não é real. ♣

Imediatamente vemos que uma transformação tem apenas um ponto fixo se, e somente se,
for parabólica e não for a identidade. Como vimos, o protótipo de uma tal transformação é a
transformação z ÞÑ z ` 1.

Devo advertir que alguns autores incluem as transformações hiperbólicas nas loxodrômicas.

A proposição seguinte fornece uma tradução da definição acima em termos de multiplicadores,
no lugar do traço.

Proposição 5.17. T é hiperbólica se, e somente se, λ é real, positivo e |λ| ‰ 1. T é loxodrômica
se, e somente se, |λ| ‰ 1 e real negativo ou complexo. T é eĺıptica se, e somente se |λ| “ 1. �

Demonstração. A prova é feita por cálculo direto. �

Teorema 5.18. 1. Se T é uma transformação parabólica de ponto fixo z0, então limT npzq “ z0,
entre outra palavras, o conjunto limite de uma transformação parabólica é seu ponto fixo.

2. Se T é hiperbólico ou loxodrômico, de pontos fixos z1, z2, limT npzq é um dos dois pontos fixos,
para z que não seja ponto fixo. Em outras palavras, o conjunto limite de uma transformação
hiperbólica ou loxodrômica são seus dois pontos fixos. O que ocorre é que os pontos se afastam
de um ponto fixo e vão em direção ao outro.

3. Se T é eĺıptico, T npzq não tem limite.

�

Demonstração. 1. Já vimos que toda transformação parabólica é conjugada à transformação
U1pzq “ z`1. Ora, note que limUn

1 pzq “ lim z`n “ 8. Assim, limT npzq “ limV ´1Un
1 V pzq “

V ´1p8q “ z0.

2. Se T é hiperbólica ou loxodrômica, vimos que é conjugada à uma transformação Uλ com
|λ| ‰ 1. Se |λ| ă 1, para z ‰ 8 temos limUn

λ pzq “ limλnz “ 0, que é um ponto fixo. Caso
|λ| ą 1 e z ‰ 0, limUn

λ pzq “ 8, que também é ponto fixo. Em qualquer caso, os pontos
tendem a um dos dois pontos fixos.

3. Neste caso, a transformação é conjugada a Uλ, com |λ| “ 1, donde λ “ eiθ, para θ real, donde
Un
λ “ einθz, que não tem limite para z ‰ 0,8

�

Corolário 5.18.1. Se T é periódica (isto é, se existe um inteiro tal que T n é a identidade), então
T e eĺıptica. �



Demonstração. T é conjugada a Uλ para algum λ. Não pode ser λ “ 1 pois nesse caso Un
1 “ z`n,

que nunca é a identidade. Assim, necessariamente Un
λ “ λnz “ z, donde deve ser |λ| “ 1, e

portanto eĺıptica. �

Entretanto, deve-se notar que não são todas as transformações eĺıpticas que são periódicas.

5.4 Generalização para Várias Dimensões

Vale ressaltar que há uma maneira de generalizar as transformações de Möbius. Primeiro, use a
identificação de C com R2. Use também o fato que todas as transformações de Möbius podem ser
vistas como inversões sobre ćırculos ou reflexões sobre planos. Generalize agora estes conceitos para
esferas e hiperplanos. Com isso, as transformações de Möbius em Rn podem ser definidas como o
conjunto de transformações geradas pelas inversões sobre esferas e reflexões sobre hiperplanos.



Caṕıtulo 6

Introdução à Geometria Hiperbólica

6.1 O Espaço Hiperbólico

Lembremos que os cinco axiomas de Euclides permaneceram por muito tempo sendo os prinćıpios
norteadores da geometria. O quinto axioma, que é equivalente a dizer: “dada uma reta e um
ponto fora da reta, há apenas uma outra reta paralela à primeira que passa pelo ponto”ou (o
que é equivalente), “a soma dos ângulos internos de um triângulo é 180o”, era o axioma menos
natural de ser aceito sem demonstração, e muitas pessoas tentaram provar que este axioma podia
ser provado a partir dos outros quatro. Na primeira metade do século XIX, Gauss provou que isto
não era posśıvel, construindo uma geometria em que não valia o quinto axioma mas mesmo assim
era consistente. Especificamente, triângulos podiam ter a soma interna de seus ângulos menor
do que 180o. Apesar de Gauss não ter publicado este trabalho, anos mais tarde, os matemáticos
Lobachevsky e Bolyai publicaram versões semelhantes, dando origem ao embrião do que seria a
geometria hiperbólica.

O ambiente natural para tratar de geometria hiperbólica é o espaço hiperbólico. O espaço
hiperbólico aparece naturalmente ao se fazer a classificação das variedades riemannianas completas,
simplesmente conexas e de curvatura seccional constante. Para cada dimensão n e cada valor de
curvatura, há apenas um tipo de variedade assim (a menos de isometrias): Rn, se a curvatura for
nula, a esfera (Sn), se a curvatura for positiva, e o espaço hiperbólico (Hn), se a curvatura for
negativa.

A exemplo deste teorema, uma compreensão mais aprofundada dos temas abordados aqui
necessitam de uma ampla dose de geometria diferencial, mais especificamente, de variedades rie-
mannianas. Não exigiremos, entretanto, tais requisitos e pessoas sem conhecimento em geometria
diferencial poderão acompanhar a imensa maioria do texto sem problemas. A despeito disto,
durante o texto poderão haver alguns comentários, tratando das nossas construções enquanto
variedades riemannianas propriamente ditas, a fim de esclarecer construções obscuras, sanar a cu-
riosidade dos leitores interessados ou que possuem os requisitos para tal. A próxima seção tem
como objetivo introduzir esta abordagem, sem compromissos.

Um modo natural de se construir o espaço hiperbólico é como uma esfera num espaço de
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Minkowski, mas há outras construções (isométricas, pelo teorema citado acima). Estas construções
são chamadas nesta seção de “modelos do espaço hiperbólico”. Veremos principalmente três deles:
o modelo do semiplano, o modelo do disco de Poincaré e o modelo do hiperboloide (que é a
construção mencionada acima como a mais natural), nesta ordem. A prinćıpio, veremos todos os
modelos em apenas duas dimensões, mas é posśıvel generalizá-los para uma dimensão n arbitrária.

Como iremos ver, a geometria hiperbólica é completamente diferente da euclidiana e causa
disto é a diferença no modo de medir distância em cada geometria. Mais que isso, veremos que a
forma de construir distância em cada modelo é peculiar e pode parecer arbitrária, à primeira vista.
Por isso, optamos por introduzir brevemente o modo usual de definir distância numa variedade
riemanniana, para motivar a definição de distância no nossos modelos. A situação é análoga para
áreas.

Na verdade, a construção do grupo de isometrias, geodésicas e outros objetos será muito mais
trabalhoso no primeiro modelo que iremos tratar. Como os demais modelos são isométricos ao
primeiro, basta encontrar a isometria e ela poderá ser usada para transportar todos os resultados
do primeiro modelo para os outros de forma relativamente fácil.

Grande parte dos resultados que serão expostos na seção 3 e seguintes estão detalhadamente
provados em [Bon09], por isso não demonstraremos a maior parte deles em detalhes, dando apenas
uma ideia ou roteiro da demonstração.

6.2 Um mı́nimo de Variedades Riemannianas

6.2.1 Distância

O modo de definir distância numa variedade riemanniana reflete muito sobre a estrutura deste
objeto, por isto gastaremos um tempo falando disto. Para os leitores menos habituados, uma
variedade é uma generalização do conceito de superf́ıcie (se for diferenciável, é uma superf́ıcie onde
faz sentido falar de coisas como derivadas e diferenciabilidade). Uma variedade riemanniana é
uma variedade que possui uma estrutura a mais, chamada de métrica riemanniana. Esta estrutura
é semelhante a um produto interno, dando portanto noção de comprimentos e ângulos e não
deve ser confundida com métrica no sentido de espaço métrico1. Para ser mais exato, a métrica
riemanniana é um objeto g que a cada ponto P da variedade associa um produto interno gP p¨, ¨q no
espaço tangente a este ponto (generalização de plano tangente para uma superf́ıcie) e que também
deve satisfazer a um certo critério de suavidade. Este objeto também costuma ser chamada de
tensor métrico. O tensor métrico não nos permite calcular distâncias diretamente, mas ele induz
uma norma em cada espaço tangente, que pode ser usada para calcular comprimento de vetores
tangentes. Em particular, a velocidade com que se percorre uma curva é um campo de vetores
tangentes definido na curva (cada ponto tem um vetor tanguente correspondente à velocidade
naquele ponto), e portanto podemos integrar a velocidade para obter o comprimento de curvas na
nossa variedade. Explicitamente, seja pM, gq uma variedade riemanniana e γ : I Ñ M uma curva

1Para não confundir, passaremos a nos referir a métrica no sentido de espaço métrico como distância sempre que
posśıvel.



em M . Então, o comprimento de γ pode ser obtido assim:

Lpγq “

ż

I

||γ1ptq||dt “

ż

I

b

gγptqpγ1ptq, γ1ptqqdt

É posśıvel mostrar que esta integral é invariante por diferentes parametrizações.

Mas isto ainda não é a distância entre pontos. Como podemos usar comprimento de curvas para
obter informações sobre a distância entre pontos? Tomando emprestada a intuição já constrúıda
sobre o conceito de distância, gostaŕıamos que a distância entre dois pontos tome o menor valor,
considerando todas as formas de partir de um e chegar no outro (esta é a motivação por trás da
desigualdade triangular, por exemplo). Assim, podemos definir a distância entre dois pontos como
o ı́nfimo dos comprimentos de curvas ligando ambos. Vale considerar um critério de suavidade,
como curvas de classe C1 por partes ou de classe C8. Habitualmente tomaremos esta última2.
Nos nossos modelos, construiremos distância justamente assim, sendo o ı́nfimo do comprimento
de curvas ligando dois pontos, induzida por uma certa métrica e deixando clara a estrutura de
variedade riemanniana destes espaços. É posśıvel mostrar que uma função constrúıda desta maneira
é de fato uma métrica (no sentido de espaço métrico) em qualquer variedade riemanniana, mas a
prova disto exige conhecimentos mais avançadas. Por isso, provaremos para os casos espećıficos
que iremos tratar. Ainda, provaremos que existe e é única a curva que liga quaisquer dois pontos
e cujo comprimento coincide com a distância (chamaremos de geodésica), sendo curvas análogas a
retas, no caso euclidiano. A existência de tais curvas, apesar de ser uma propriedade dos espaços
euclidiano e hiperbólico, não é verdade para qualquer espaço. Considere, por exemplo, R2zt0u com
a métrica usual e tome dois pontos no eixo y, um positivo e outro negativo. Vale observar que esta
definição só faz sentido em variedades conexas, para que haja pelo menos uma curva ligando dois
pontos.

Uma outra observação, agora um pouco mais técnica, é a seguinte. A definição formal de
variedade demanda que esta seja um espaço topológico. É posśıvel provar que a topologia induzida
pela distância da forma como a constrúımos empata com a topologia que começamos, isto é, da
variedade enquanto espaço topológico, e isto vale para toda variedade riemanniana (Hausdorff).
Isso mostra que, em algum sentido, a distância que definimos é topologicamente consistente com
nossa variedade.

Apesar de não provarmos que qualquer métrica riemanniana dá origem a uma distância bem de-
finida, provaremos para uma classe bem geral de métricas (para os nossos propósitos). São métricas
do tipo: gP pv, vq “ f 2pP qxv, vy, onde x¨, ¨y é o produto interno usual, definidas num subconjunto
de R2. Esta classe de métricas receberá especial atenção no nosso texto. Na demonstração deste
fato, usaremos que o produto interno usual induz de fato uma distância. A prova deste fato pode
ser vista na próxima seção.

Lema 6.1. Seja U Ă R2 um aberto conexo por caminhos e seja f : U Ñ R uma função cont́ınua.
Se g é uma métrica riemanniana em U definida por

gP pv, vq “ f 2
pP qxv, vy

2Dá para mostrar que as duas escolhas citadas levam sempre aos mesmos resultados, mas a prova disto é dif́ıcil.



Então a distância df induzida pelo ı́nfimo dos comprimentos lf de curvas C8 por partes :

lf pγq “

ż

|f |pP q||γ1ptq||dt

É uma métrica. �

Demonstração. Antes de tudo, notamos que a distância está bem definida pelo fato do domı́nio ser
conexo. Assim, sempre haverá pelo menos uma curva ligando dois pontos do domı́nio e estaremos
tomando o ı́nfimo de um conjunto sempre não-vazio.

É evidente que o integrando é sempre positivo, donde lpγq ě 0, para toda curva posśıvel γ, e
portanto dpP,Qq ě 0, @P,Q P U . Tomando γptq “ P , a curva constante, temos que γ1ptq “ 0,
@t, e dáı o integrando vai ser identicamente nulo, resultando em lpγq “ 0 e portanto dpP, P q ď 0,
@P P U . Usando ambas as desigualdades, chegamos em dpP, P q “ 0, @P P U .

Seja agora P ‰ Q P U . Como U é aberto, existe r1 ą 0 tal que BrP, r1s Ă U (bola fechada
com distância euclidiana). Além disso, seja r2 “ p1{2q.deucpP,Qq ą 0 e tome r “ mintr1, r2u ą 0
de forma que K :“ BrP, rs Ă U . K é compacto, donde |f | assume um mı́nimo em K. Seja m ą 0
tal mı́nimo. Mostrarei que m.r ą 0 é uma cota inferior para o conjunto dos comprimentos lf pγq,
com γ adequada. Tome uma tal curva γ : ra, bs Ñ R2 arbitrária. Não é dif́ıcil ver que γ irá
interceptar BK em pelo menos um ponto, seja R P Imγ X BK o primeiro deles e seja t˚ P ra, bs tal
que γpt˚q “ R. Então:

lf pγq “

ż b

a

fpγptqq||γ1ptq||dt ě

ż t˚

a

fpγptqq||γ1ptq||dt ě m

ż t˚

a

||γ1ptq||dt

Pois γptq P K, @t ă t˚. Note que a última integral é o comprimento euclidiano da curva γ
restrita a ra, t˚s que é maior que a distância euclidiana de γpaq “ P a γpt˚q “ R, por definição de
distância euclidiana. Isto é, lf pγq ě |R´P |. Agora, basta ver que, como R P BK, |R´P | “ r ą 0,
e áı lf pγq ą m.r. A implicação P ‰ Q ùñ dpP,Qq ą 0 segue da arbitrariedade de P , Q e γ.

Para ver que dpP,Qq “ dpQ,P q, basta ver que reparametrizações que invertem o sentido da
curva são difeomorfismos e portanto não alteram o valor do comprimento da curva, pelo teorema
da mudança de variáveis na integral.

Por fim, provemos a desigualdade triangular. Sejam P,Q,R P U arbitrários. Pela definição de
ı́nfimo, para todo n existem curvas γn e µn tais que lpγnq ď dpP,Qq`1{2n e lpµnq ď dpQ,Rq`1{2n.
Tomando αn como as concatenações de γn e µn, sendo eventualmente necessário reparametrizações,
teremos que:

dpP,Rq ď lpαnq “ lpγnq ` lpµnq ď dpP,Qq ` dpQ,Rq `
1

n

Como esta desigualdade vale para todo n, obtemos a desigualdade triangular: dpP,Rq ď
dpP,Qq ` dpQ,Rq para quaisquer pontos. �



6.2.2 Diferenciais

Lembre-se de que, se f é uma função diferenciável entre Rn e Rm, então sua diferencial é uma
aplicação que a cada ponto p P Rn associa uma transformação linear dfp : Rn Ñ Rm. Em verdade,
a transformação linear dfp é a transformação linear que melhor aproxima f nas proximidades do
ponto p. A diferencial possui uma propriedade bastante interessante. Se γ1ptq é o vetor tangente a
uma curva γ no ponto p, então dfppγ

1ptqq será o vetor tangente à curva f ˝ γ no ponto fppq. Esta
propriedade parece nos indicar que, enquanto pontos se transformam através de funções do tipo f ,
vetores se transformam com os respectivos diferenciais. Esta propriedade motiva a generalização
de diferencial para variedades.

Se M,N são variedades diferenciáveis, e f : M Ñ N é uma função diferenciável, então a
diferencial de f é a aplicação que a cada ponto p P M associa uma transformação linear entre os
espaços vetoriais TpM e TfppqN (TpM é o espaço tangente a p na variedade M) de maneira que se
γ é uma curva em M e γ1ptq P TpM , então dfP pγ

1ptqq “ pf ˝ γq1ptq P TfppqN .

A versão generalizada da regra da cadeia diz que, se f : M Ñ N e g : N Ñ O, então:

dpg ˝ fqp “ pdgfppqq ˝ pdfpq

6.2.3 Conformalidade

À luz do que foi discutido, tendo também em mente a discussão da seção 5.1.3 sobre transformações
conformes, vemos que uma transformação é conforme se sua diferencial preserva ângulos. Sabemos
que uma transformação que preserva produto interno é uma transformação ortogonal. Entretanto,
preservar ângulos é mais fraco que preservar produto interno. Geometricamente, mudar a norma
dos vetores altera o produto interno mas não altera o ângulo. Além disso, o ângulo entre dois
vetores é usualmente definido através da divisão do produto interno pelas normas dos vetores.
Assim, o diferencial de uma transformação conforme não necessariamente precisa ser ortogonal,
pode ser um múltiplo disto.

Como o múltiplo pode depender do ponto, temos uma transformação é conforme se seu di-
ferencial é da forma upxqOpxq, onde Opxq é uma transformação ortogonal para todo x. Uma
transformação conforme preserva orientação de u é uma função positiva e se Opxq tem determi-
nante positivo para todo x.

Dando prosseguimento ao racioćınio, é fácil ver que se duas métricas diferem apenas por uma
constante, então os ângulos são preservados. Assim, fizemos que duas métricas riemannianas são
conformemente equivalentes se h “ ug, com u uma função em M .



6.2.4 Isometrias e Pullbacks

A maneira natural de definir isometria numa variedade, seria justamente a de transformação que
preserva distâncias: dpT pxq, T pyqq “ dpx, yq, x, y P M . Como a distância vem da métrica, então
é fácil imaginar que uma condição suficiente para ser uma isometria é deixar o tensor métrico
invariante. Vamos então falar um pouquinho sobre o que seria isso.

Seja ϕ : M Ñ N onde N é uma variedade riemanniana e M uma variedade diferenciável
qualquer. Será que podemos usar ϕ para trazer o tensor métrico de N , digamos g, para M?
Chamaremos esse suposto objeto de ϕ˚g. Como este objeto será num ponto x P M? Precisamos
associar pϕ˚gqx a gy para algum y P N . É relativamente natural escolher y “ ϕpxq. Ótimo.
Mas agora se tomarmos vetores v1, v2 P TxM , deveremos ter pϕ˚gqxpv1, v2q “ gϕpxqpw1, w2q, com
w1, w2 P TϕpxqN . Como identificar vetores de TxM com vetores de TϕpxqN? Se o leitor leu a
seção sobre diferenciais com atenção, saberá que uma boa pedida é fazer wi “ dϕxpviq. Está é
mais uma instância do mote: pontos se transformam com funções e vetores com seus diferenciais.
Resumindo, teremos:

pϕ˚gqxpv, wq “ gϕpxqpdϕxpvq, dϕxpwqq

ϕ˚g é chamado de “pullback”de ϕ por g. Com isto em mente, se M “ N , então M ser invariante
por ϕ significa que ϕ˚g “ g. Esta condição garante que ϕ seja uma isometria, mas na verdade esta
condição é equivalente a ϕ ser uma isometria.

ϕ : M ÑM é uma isometria se, e somente se ϕ˚g “ g.

6.2.5 Geodésicas

Já mencionamos en passant que geodésicas estão relacionadas a curvas que minimizam a distância
entre dois pontos. Isso não é bem verdade. Geodésicas são classes de curvas mais gerais, que
só precisam minimizar comprimentos localmente, então uma proposta de definição formal seria a
seguinte:

Definição 6.1. Uma curva α : I Ă R ÝÑ H que é C1 por partes é dita uma geodésica se para
todo t P I, existe εptq ą 0 tal que:

dhyppαptq, αpsqq “ lhyppα|Istq

Para todo s P I com |s´ t| ă εptq, onde:

Ist “

#

rs, ts, se s ă t;

rt, ss, set ¡ s



Uma curva α : I Ă H ÝÑ H é dita uma geodésica completa se não existe uma extensão
β : J ÝÑ H de α, com I Ă J , i.e, se β : J ÝÑ H é uma geodésica e β|I “ α, então I “ J e α “ β.

♣

Não bastaria dizer que a curva é minimizante (isto é, que o comprimento entre dois pontos
da curva dá no mesmo que a distância entre eles)? Impor que minimize apenas localmente muda
alguma coisa? A resposta é sim. Há curvas que minimizam comprimento localmente, mas não
globalmente, e não é tão dif́ıcil pensar num exemplo. Pense no caso de uma esfera. Imagine
um grande ćırculo quase completamente ao redor da esfera. Como exemplo concreto, pense num
grande ćırculo ao redor da terra que passe por São Paulo e pelo Rio de Janeiro, mas que não seja
completo, isto é, há um buraco na curva entre as duas cidades (na parte mais curta ligando as
duas), e elas só podem ser ligados dando toda a volta pelo globo no outro sentido, isto é, pela
parte do grande ćırculo mais longa ligando as duas. Nesse caso, não vale que a distância entre
São Paulo e o Rio de Janeiro é o comprimento da curva que passa entre os dois. O comprimento
da curva é todo o diâmetro da Terra menos a distância entre Rio e São Paulo. Então, a curva
não minimiza a distância entre quaisquer dois pontos dela, mas minimiza localmente, para pontos
próximos o que motiva a definição acima.

Há, entretanto, outras formas de definir geodésica. Uma delas utiliza linguagem de cálculo
variacionale diz que uma curva é geodésica se ela for um ponto cŕıtico do funcional “comprimento”.
É posśıvel aplicar as técnicas usuais de cálculo variacional, como as equações de Euler-Lagrange e
obter uma equação diferencial cujas soluções são precisamente as geodésicas. Uma forma famosa
de escrever estas equações (muito famosa na f́ısica, especialmente em relatividade geral) é por meio
de coordenadas locais, apontando os holofotes para objetos chamados śımbolos de Christoffel: Γki,j.
Apresentaremos as equação nessa forma, em toda sua glória, a seguir e depois explicaremos um
pouco mais sobre seus constituintes. A equação a seguir utiliza a convenção de Einstein.

d2xk
ds2

` Γki,j
dxi
ds

dxj
ds

“ 0 (6.1)

Note que há uma equação para cada k, sendo que px1psq, ..., xnpsqq representa uma parame-
trização da curva em coordenadas locais. Pois bem, os śımbolos de Christoffel são a representação
em coordenadas de um objeto chamado conexão, que a grosso modo diz de que forma os vários
espaços tangentes à uma variedade se conectam entre si. Em geral, há várias escolhos posśıveis
para uma conexão, mas uma métrica riemanniana faz com que uma e apenas uma escolha seja na-
tural. Assim, há uma conexão “canônica”em variedades riemannianas, que é chamada de conexão
de Levi-Civita. Podemos obter os śımbolos assim:

Γki,j “
1

2
gkµ

ˆ

Bgµi
Bxj

`
Bgµj
Bxi

´
Bgij
Bxµ

˙

(6.2)

Novamente utilizamos a notação de Einstein e o tensor g escrito em coordenadas. A parte
operacional ficará mais clara nos exemplos mais adiante.

Por fim, mas não menos importante, podemos definir geodésica por meio de um objeto chamado



de derivada covariante. Intuitivamente, uma geodésica é o trajeto mais reto posśıvel de ser feito
numa variedade, que por si só é curvo. Pense que você está no pólo norte e quer chegar no equador.
O jeito mais rápido é seguir algum meridiano. De qualquer forma, (vista de fora) esse trajeto vai
aparenter ser curvo, mas dentro das restrições de ter que andar sobre a superf́ıcie da terra, é o mais
reto posśıvel e o mais rápido posśıvel. Não podemos trapacear e fazer um buraco no chão para
ir literalmente reto, mas, dentro os caminhos sobre a superf́ıcie, obviamente haveria trajetos mais
indiretos e com mais voltas desnecessárias. A derivada covariante mede justamente o desvio de
um trajeto “reto”, que vai para onde aponta o nariz, mas levando em conta as restrições de estar
num espaço curvo. Com isso, podemos definir como geodésica uma curva com derivada covariante
nula.

6.2.6 Áreas

As funções mais famosas do produto interno são a de medir comprimento de vetores e medir ângulo
entre dois vetores. Entretanto, uma função menos óbvia está relacionada com volume. De fato,
se V é um espaço vetorial com produto interno, então o k-volume do k-paraleleṕıpedo formado
pelos vetores v1, ..., vk pode ser obtido tomando a ráız quadrada do determinante da matriz cuja
entrada aij é xvi, vjy. Podemos usar esta propriedade para calcular o k-volume de uma variedade
de dimensão k. Dado um sistema de coordenadas locais φpP q “ px1, ..., xkq, podemos escrever gP
como uma matriz gijpP q “ gijpx1, ..., xkq. Definimos então o k-volume de um conjunto E Ă M
por:

µpEq “

ż

φpEq

b

detpgijpx1, ..., xkqqdx1...dxk

No caso de uma métrica do tipo gP pv, vq “ f 2pP qxv, vy, a matriz de g será do tipo f 2.Id (na
verdade, pf ˝φ´1q2), onde Id é a matriz identidade k x k. O determinante desta matriz será então
f 2k e dáı:

µpEq “

ż

φpEq

fkdx1...dxk

No caso espećıfico em que a dimensão da nossa variedade é 2 (que será o caso em que estaremos
principalmente focados aqui), a área será simplesmente a integral da função que multiplica o
produto interno.

6.3 Revisão de Geometria Euclidiana

Nesta seção, iremos apresentar o roteiro que seguiremos para os modelos do espaço hiperbólico
e usaremos o plano euclidiano, que já nos é muito familiar, como primeiro exemplo. Antes de
começarmos, é interessante ponderar um pouco sobre o significado do termo “geometria”. Felix



Klein, dentro do programa de Erlangen, define geometria da seguinte forma: “Dado um conjunto
munido de uma estrutura e de um grupo de transformações que preservam tal estrutura, geometria
é o estudo dos objetos que são invariantes por tais transformações. Nosso roteiro será então
o seguinte: tomaremos um conjunto, definiremos uma distância nele (a partir da estrutura de
variedade riemanniana, pelo processo já mencionado) e acharemos o grupo de transformações que
preservam esta estrutura, isto é, o grupo de isometrias. Estudaremos também, em cada modelo,
objetos invariantes por isometria, como geodésicas (informalmente, curvas que minimizam distância
entre pontos) e áreas.

No caso da geometria euclidiana, o conjunto é R2 (ou n, mais geralmente). Neste caso espećıfico,
apesar de também ser uma variedade riemanniana, o plano possui uma estrutura natural de espaço
métrico e portanto há um jeito fácil de escrever a métrica sem recorrer a ı́nfimo de comprimentos.
Apesar desta estrutura métrica natural, iremos tratar o plano como uma variedade riemanniana
dotada do produto interno usual e definir distância como mencionado acima, para sermos coeren-
tes com nosso programa. Acharemos também o grupo de isometrias, usualmente denotado por
IsompR2q e o grupo de isometrias que preservam orientação, denotado por Isom`pR2q.

A métrica do plano euclidiano enquanto variedade riemanniana é dada por:

gP pv, vq “ xv, vy

Onde x¨, ¨y denota o produto interno usual. Note que a métrica não depende do ponto P , isto é, é
uma métrica constante. Por algumas razões técnicas, este tipo de métrica é uma classe de métricas
interessante de ser considerada. Veremos que as métricas dos modelos do espaço hiperbólico não
são constantes, com exceção do modelo do hiperboloide. Isto é parte do motivo de considerarmos
este modelo mais natural.

Com isso, o comprimento de uma curva γ é:

Leucpγq “

ż

a

xγ1ptq, γ1ptqydt “

ż

||γ1ptq||dt

Para o caso euclidiano, faremos uma pequena alteração no roteiro. Em vez de provarmos
primeiro que a distância definida usando ı́nfimo de comprimentos de curvas está bem definida,
usaremos a expressão acima para acharmos o comprimento de uma reta ligando dois pontos e
depois provaremos que qualquer outra curva que os conecte tem comprimento maior, donde o
comprimento da reta empata com a distância entre os pontos. Desta forma, teremos uma expressão
para a distância entre pontos e com ela concluiremos que de fato satisfaz as propriedades desejadas.

Em primeiro lugar, deve ser provado que o comprimento da reta ligando pontos P e Q coincide
com ||Q´ P ||. Isso mostra que a distância entre dois pontos P e Q é menor ou igual a ||Q´ P ||.
Para a outra desigualdade, basta mostrar que o comprimento de qualquer curva é maior ou igual
a ||Q´P ||. Isto se faz usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz para estimar ||γ1ptq|| por baixo
usando o ||Q ´ P ||. Depois disto, usa-se a relação do produto interno com a derivada de forma
a poder se usar o teorema fundamental do cálculo. Uma vez que a distância entre dois pontos é
dado por uma norma, segue que de fato é uma métrica, e ainda coincide com a usual.



Uma maneira alternativa de provar que retas realizam distância é provar inicialmente para o
caso mais fácil em que os dois pontos estão na mesma abscissa e posteriormente usar rotações e
translações para atingir quaisquer dois pontos.

Agora que já definimos a distância e justificamos que ela de fato o é (e de quebra achamos
geodésicas), caracterizaremos o grupo de isometrias do espaço euclidiano. Você pode começar ve-
rificando que as translações e as transformações ortogonais são isometrias. De fato, toda isometria
de Rn pode ser escrita como a composição de uma transformação corresponde a alguma matriz
de Opn,Rq com uma translação. É matéria de fácil verificação que o conjunto destas funções
forma um grupo. (e também, que coincide com o grupo gerado pelos subgrupos de transformações
ortogonais e translações)

No caso espećıfico do plano, pode ser mostrado que as transformações ortogonais podem ser
apenas rotações em torno da origem ou reflexões em torno de uma linha. Para os leitores familiari-
zados com o estudo dos grupos de Lie, lembre-se que Op2,Rq é um grupo de Lie de uma dimensão,
e portanto o grupos das isometrias do plano é um grupo de Lie de três dimensões.

Teorema 6.2. Seja φ : R2 Ñ R2 uma isometria. então existem A P Op2,Rq e p P R2 tais que
φpvq “ Av ` p, @v P R2. �

A ideia da demonstração é definir uma função ψpvq “ φpvq´φp0q, de forma que ψ fixe a origem.
Dado que φ é isometria, é fácil ver que ψ também será. Dáı, ||ψpvq|| “ dpψpvq, 0q. Como ψ preserva
origem, ||ψpvq|| “ dpψpvq, ψp0qq “ dpv, 0q “ ||v||, donde ψ preserva norma. Como a norma vem de
um produto interno, temos que 2xv, wy “ ||v||2 ` ||w||2 ´ ||v ´ w||2 e disto pode ser tirado que ψ
preserva produto interno. Ainda, destes fatos podemos concluir que ||ψpv`wq´ψpvq´ψpwq||2 “ 0
e ——ψptvq ´ tψpvq||2 “ 0, e portanto ψ é linear.

Sendo ψ linear e que preserva produto interno, é fácil ver que é ortogonal. Dada uma base, vai
haver uma matriz A que representa ψ. Dáı, xAv,Awy “ pAvqT pAwq “ vTATAw necessariamente
deve ser igual a xv, wy “ vTw, isto é, temos que vTATAw “ vTw. escolhendo v e w de maneira
esperta podemos obter os componentes da matriz ATA e não é dif́ıcil ver que vai ser a identidade.

Chamando φp0q de p, temos que φpvq “ Av ` p com A ortogonal, como gostaŕıamos.

Seja Ep2q o subgrupo das bijeções de R2 gerado pela união dos conjuntos de transformações
ortogonais e das translações. Pela proposição 1.28, este grupo empata com o grupo de todas
as concatenações finitas de transformações ortogonais e translações. Não é dif́ıcil ver que esta
concatenação sempre vai dar funções da forma do teorema anterior (6.2). Considere a composição
de duas destas e depois use indução. Seja φpvq “ Apvq ` p e ψpvq “ Bpvq ` q P Ep2q. Então
φ ˝ψ “ ApBpvq ` qq ` p “ ApBpvqq `Apqq ` p. Como a composição de transformações ortogonais
é ortogonal, seja C P Op2,Rq tal que C “ A ˝ B e seja r “ Apqq ` p. Então φ ˝ ψ “ Cpvq ` r.
Além disso, funções inversas também são da mesma forma. Tome ξpvq “ Dpvq`s onde D “ A´1 e
s “ ´Dppq. Então ξ ˝φ “ DpApvq`pq` s “ DpApvqq`Dppq` s “ A´1pApvqq`Dppq´Dppq “ v.
Isto demonstra que Ep2q “ IsompR2q.

Afirmamos, ainda, que Isom`pR2q é o subgrupo gerado pelas transformações lineares cujas
matrizes estão em SOp2,Rq e pelas translações. Isto empata com as funções que podem ser
escritas como φpvq “ Av ` p com A P SOp2,Rq e p P R2. A demonstração é análoga àquela feita



no parágrafo anterior.

Um assunto interessante, e que será de especial interesse neste estudo, é a chamada tesselação.
Isto não é nada mais do que um ladrilhamento do plano, isto é, cobrir o plano com poĺıgonos de
forma que os poĺıgonos não se superponham e de forma que vértices se encontrem com vértices.
Caso os poĺıgonos sejam regulares, as únicas tesselações posśıveis do plano são com triângulos, qua-
drados ou hexágonos. Na geometria hiperbólica, entretanto, há um número infinito de tesselações
posśıveis, revelando uma estrutura mais rica do que a da geometria euclidiana. Os grupos fuch-
sianos, pelos quais estamos interessados, serão ferramentas importantes no estudo das tesselações
do plano hiperbólico. Há uma associação entre uma tesselação e um grupo de isometria (o grupo
de isometria que preserva a tesselação), conectando assim álgebra com geometria. E, no caso da
geometria hiperbólica, estes grupos serão os fuchsianos.

6.4 O Semiplano

Partiremos agora, de fato, para a geometria hiperbólica. Começaremos considerando o modelo do
semiplano complexo superior.

O conjunto que servirá de substrato para este modelo é H :“ tz P C; Impzq ą 0u « tpx, yq P
R2; y ą 0u. Usaremos a extensão do plano complexo para abranger 8 quando necessário, dáı,
rapidamente nota-se que H corresponde a um dos hemisférios (aberto) da esfera de Riemann.

Nossa métrica riemanniana será dada por:

gP pv, vq “
1

y2
xv, vy

Onde P “ px, yq. A norma será então:

||v||H “
1

y
||v||

O comprimento de curvas de classe C8 por partes γ : I Ñ H será:

lHpγq “

ż

I

a

x1ptq2 ` y1ptq2

yptq
dt

E a distância entre dois pontos como o ı́nfimo do valor do comprimento de todas as curvas C8
por partes que os ligam.

Chamaremos lH e dhyp apenas de l e d, mas ficará claro pelo contexto.

Para ver que esta métrica de fato induz uma distância, basta notar que ela é do tipo gP pv, vq “
f 2pP qxv, vy com fpx, yq “ 1{y e usar o lema 6.1.



Antes de passarmos a estudar o grupo de isometrias, analisaremos nesta seção algumas carac-
teŕısticas particulares da distância hiperbólica definida. Isto servirá tanto para nos familiarizarmos
e criarmos intuição com a geometria hiperbólica, tanto para deduzirmos resultados preliminares
que serão necessários nas próximas etapas. Na verdade, há diversos resultados preliminares que
precisam ser provados antes de conseguirmos achar o grupo de isometrias. Além de estudarmos
como a distância hiperbólica se comporta, precisamos primeiros ver algumas isometrias e depois
estudar geodésicas e algumas de suas propriedades antes de conseguirmos achar o grupo de isome-
trias.

Vamos começar abertamente comparando e confrontando a distância hiperbólica com a eucli-
diana. Note que o comprimento de curvas verticais ligando os pontos px0, aq e px0, bq é logp b

a
q,

o que significa que quanto menor for a, maior é o comprimento da curva, tendendo pra infinito.
Essa é uma das razões pelas quais dizemos que o eixo real é chamado de ćırculo no infinito (o
“ćırculo”vem da esfera de Riemann). O mesmo acontece quando b vai a infinito, mas é posśıvel
ver que pedaços de cima contribuem menos para o comprimento da curva. Por exemplo se temos
uma reta de px0, 1q para px0, 3q, esperaŕıamos, de acordo com a geometria euclidiana, que a reta
de px0, 1q a px0, 2q tivesse o mesmo comprimento da reta de px0, 2q a px0, 3q, mas na verdade, a
primeira parte tem comprimento log 2 « 0, 69 ą 0, 41 « log 3{2, que é o comprimento da segunda
parte.

Por outro lado, retas horizontais ligando pa, y0q a pb, y0q possuem comprimento pb´ aq{y0. Isto
é completamente novo com relação a nossa intuição de geometria euclidiana. O comprimento de
retas com os mesmos extremos é tão maior quanto menor for a ordenada em que ela se encontra.

Vemos, de modo geral, que caminhar em pontos de ordenada pequena tende a contribuir bas-
tante para o aumento do comprimento. Assim, nada mais razoável que imaginar que andar em
linha “reta”entre dois pontos de diferentes abscissas talvez não seja o mais eficiente, mas sim subir e
descer, tomando também cuidado para não subir e descer muito, o que também não seria eficiente.
Assim, é posśıvel imaginar que o caminho mais eficiente entre dois pontos de abscissas próximas,
se existir (de fato, sempre vai existir) sobe e desce menos do que se forem mais afastados. Em
verdade, veremos que os caminhos mais eficientes são dados por arcos de circunferência com centro
no eixo x, no caso de pontos com abscissas diferentes (isto não é óbvio, poderiam ser pedaços de
retângulo ou arcos de parábola).

Com estas propriedades, fica fácil ver, ainda que sem provar, que o centro de uma bola na
distância hiperbólica é deslocada para baixo. Também não iremos provar, mas o formato da bola
é o mesmo da bola euclidiana, com exceção do centro estar deslocado.

Agora, veremos uma maneira de estimar por baixo o valor da distância entre dois pontos
quaisquer.

Proposição 6.3. Sejam P “ px0, y0q e Q “ px1, y1q pontos de H quaisquer. Supondo sem perda
de generalidade que y1 ě y0 Então dpP,Qq ě logpy1{y0q. �

Demonstração. Seja γ : ra, bs Ñ H uma curva de classe C8 por partes γ “ pxptq, yptqq tal que
γpaq “ P e γpbq “ Q. Naturalmente teremos x1ptq2 ě 0, donde



lpγq “

ż b

a

a

x1ptq2 ` y1ptq2

yptq
dt ě

ż b

a

a

y1ptq2

yptq
dt “

ż b

a

|y1ptq|

yptq
dt “

ż b

a

rlogpyptqqs1dt

“ log

ˆ

ypbq

ypaq

˙

“ log

ˆ

y1

y0

˙

�

Note que, apesar de valer para quaisquer dois pontos, esta estimativa deixa de ser útil para
pontos de mesma ordenada, pois a estimativa dá zero e não acrescenta nada de novo. Entretanto,
veremos uma utilidade fundamental desta estimativa no seguinte

Corolário 6.3.1. Dados dois pontos P e Q na mesma abscissa, digamos, P “ px0, y0q e Q “

px0, y1q, com y1 ě y0 temos que dpP,Qq “ logpy1{y0q e este valor é alcançado (unicamente) pelo
segmento de reta vertical que os une, isto é, a reta realiza o menor comprimento. �

Demonstração. Basta lembrar que a reta possui o mesmo comprimento da cota inferior estabelecida
na proposição. Para a unicidade, note que, se a curva não for um segmento de reta, então teremos
x1ptq ą 0 para algum t (na verdade, para um certo intervalo, pela continuidade de x1ptq), donde a
integral que fornece o comprimento será estritamente maior que a da reta vertical. �

Neste caso, vemos que a reta realiza o menor comprimento tanto da geometria hiperbólica
quanto euclidiana. Na verdade, isto só ocorre neste caso, como veremos adiante.

Apesar de já sabermos que a distância no semiplano está bem definida, apresentaremos uma
demonstração alternativa que utiliza mais diretamente as caracteŕısticas de H. Em especial, a
estimativa que acabamos de deduzir.

Proposição 6.4. pH, dq é um espaço métrico. �

Quero mostrar agora que pontos diferentes possuem distância maior de zero. Caso os pontos
tenham ordenadas diferentes, isto pode ser visto usando o corolário 6.3.1. Vejamos agora o caso
em que as ordenadas são iguais (e, portanto, as abscissas serão necessariamente diferentes). Seja
γ : ra, bs Ñ H uma curva. Se a ordenada desta curva é limitada por y˚ “ y0 ` 1, podemos estimar
o comprimento da curva por baixo supondo que ela está inteiramente nesta ordenada (isto vem do
fato já discutido que quanto maior é a ordenada, menor é o comprimento da curva). Formalmente:

lhyppαq “

ż b

a

a

x1ptq2 ` y1ptq2

yptq
dt ě

ż b

a

|x1ptq|

yptq
dt ě

ż b

a

|x1ptq|

y˚
dt ě

x1 ´ x0

y˚
ą 0

Se, entretanto, a curva não for limitado por y˚, pelo teorema do valor intermediário, deve
haver um t˚ tal que γpt˚q “ y˚. Então, o comprimento da curva será maior que o comprimento
da restrição para ra, t˚s, que por sua vez terá um comprimento maior do que o comprimento se a
curva tivesse apenas ordenada em y˚. Formalmente:



lhyppαq ě

ż t˚

a

|y1ptq|

yptq
dt ě log

ˆ

y˚

y0

˙

ą 0

Uma vez que y˚ ą y0 por definição. Em qualquer hipótese, temos:

lhyppαq ě min

"

x1 ´ x0

y˚
, log

ˆ

y˚

y0

˙*

ą 0

que conclui nossa demonstração.

As outras propriedades se fazem do mesmo modo do lema 6.1.

6.4.1 Algumas isometrias

Relembramos que o semiplano superior pode ser tratado tanto como parte de R2 como C. O
intercâmbio entre os dois modos de ver ficará mais ńıtido nesta seção.

Daremos agora alguns exemplos de isometrias do plano hiperbólico. Para provar que uma
certa função φ é uma isometria, note que é suficiente mostrar que, para toda curva γ, vale que
lpφ ˝ γq “ lpγq

Funções do tipo Hλ : H Ñ H, Hλpzq “ λz com λ ą 0 são chamadas de homotetias. Estas
funções criam o efeito de zoom in ou zoom out focadas na origem. Não é dif́ıcil ver que, para
qualquer curva, lpHλ ˝ γq “ lpγq, donde homotetias são isometrias. Este fato pode parecer sur-
preendente a prinćıpio, dado o efeito de ampliação e redução que estas funções exibem, mas na
verdade, estas funções também deslocam os objetos para cima e baixo. Por exemplo, uma reta que
vai de p´1, 1q a p1, 1q, se torna uma reta que vai de p´2, 2q a p2, 2q. A reta aumenta de comprimento
(no sentido euclidiano), mas também sobe no plano e um efeito anula o outro. Em coordenadas
polares, é posśıvel ver que uma homotetia leva um ponto de pr, θq para pλr, θq, aumentando a
distância da origem mas mantendo o ângulo com o eixo real.

Translações no eixo real, do tipo Tb : H Ñ H dadas por Tbpzq “ z ` b com b P R também são
isometrias. Translações imaginárias não são. Isso mostra como o plano é simétrico na horizontal
mas “não simétrico”na direção vertical, confirmando o que já sab́ıamos.

A reflexão Rpx, yq “ p´x, yq também é uma isometria. Em notação complexa, Rpzq “ ´z̄.

Por fim, temos uma função que merece uma atenção um pouco maior. É a inversão. Dado um
ponto P , a inversão leva este ponto para um outro ponto Q da reta OP , de modo que dp0, Qq “
1{dp0, P q. É fácil ver que esta função em coordenadas polares será dada por Ipr, θq “ p1{r, θq.

Passando para coordenadas cartesianas, teremos Ipx, yq “
´

x
x2`y2

, y
x2`y2

¯

, e para números comple-

xos, Ipzq “ 1{z̄. Note que esta função deixa o (semi) ćırculo unitário invariante. A ação dela é
semelhante a da homotetia, isto é, apesar de reduzir e ampliar coisas, esta função leva coisas de
um lugar do plano para outro, onde as contribuições para a distância são maiores ou menores.



Algo que não foi comentado mas que é muito importante e fácil de ser provado, é de que todas
estas funções são bijetivas, caso contrário, não poderiam ser isometrias.

Apenas com translações e homotetias já é posśıvel ver que o plano hiperbólico é um espaço
homogêneo:

Proposição 6.5. O espaço métrico pH, dq é homogêneo. �

Demonstração. Sejam P “ px0, y0q e Q “ px1, y1q pontos quaisquer de H. Note que φ1p0, 1q :“
pTx0 ˝ Hy0qp0, 1q “ P , donde p0, 1q “ φ´1

1 pP q. Analogamente, φ2p0, 1q :“ pTx1 ˝ Hy1qp0, 1q “ Q,
donde pφ2 ˝ φ´1qpP q “ Q. Como inversas e compostas de isometrias também são isometrias, para
qualquer par de pontos achamos uma isometria que leva um no outro, donde a afirmação segue. �

Enunciaremos agora, sem provar, um lema que nos ajudará a estudar as geodésicas do plano.

Lema 6.6. Sejam γ : I Ñ H uma curva C8 por partes e φ : H Ñ H uma isometria. Então
lpγq “ lpφ ˝ γq. �

6.4.2 Geodésicas

Caracterizaremos agora as geodésicas do plano hiperbólico, isto é, informalmente, as curvas que
desempenham o papel das retas na geometria euclidiana. Já vimos que retas também desempenham
este papel para pontos com a mesma abscissa e veremos agora que os arcos de circunferência com
centro no eixo real desempenham esta função para o outro caso. Antes disso, vejamos que dados
dois pontos é único o arco de circunferência nestas condições.

Lema 6.7. Sejam P “ px0, y0q e Q “ px1, y1q pontos de H. Se x0 ‰ x1, então existe e é única a
circunferência de centro no eixo real (isto é, centro pc, 0q) que passa pelos dois pontos. �

Demonstração. Tome o ponto pc, 0q tal que:

c “
x2

0 ` y
2
0 ´ x

2
1 ´ y

2
1

2px0 ´ x1q

e r “ ||P´pc, 0q|| e veja que o ćırculo de centro pc, 0q e raio r satisfaz as condições especificadas.
Agora, igualando ||P´pc, 0q|| “ ||Q´pc, 0q||, é posśıvel ver que c necessariamente deve ter a fórmula
descrita acima, donde vem a unicidade. �

A prova de que arcos de circunferência minimizam distância utiliza o lema 6.7 e o fato que
existem isometrias que levam retas verticais nos arcos. Para ver isto usaremos o lema a seguir.

Lema 6.8. Sejam P “ px0, y0q e Q “ px1, y1q pontos de H. Se x0 ‰ x1, então existe φ : H Ñ H
isometria tal que φpP q e φpQq possuem a mesma abscissa. Além disso, se γ : rp, qs Ñ H é o arco
de semićırculo ligando P e Q, então a imagem por φ de γprp, qsq é o segmento de reta entre φpP q
e φpQq. �



Demonstração. Seja C o semićırculo que passa por P e Q. Sejam c e r a abscissa do centro e o raio
de C, respectivamente. Tome então a translação Tr´c. Seja α uma parametrização em coordenadas
polares de Tr´cpCq, de forma que o raio de α coincida com seu centro e a circunferência se torne
tangente ao eixo imaginário. Deveremos ter, necessariamente:

pρptq cospθptqq ´ rq2 ` ρptq2 sin2
pθptqq “ r2

ùñ

ρptq2 cos2
pθptqq ´ 2rρptq cospθptqq ` r2

` ρptq2 sin2
pθptqq “ r2

ùñ ρptq2 “ 2rρptq cospθptqq ùñ ρptq “ 2r cospθptqq

Tomando então θ “ t, ficamos com a curva α : p0, π{2q Ñ H, αptq “ p2r cosptq, tq, em coorde-
nadas polares. Seja I a inversão. Então

pI ˝ αqptq “

ˆ

1

2r cosptq
, t

˙

.

Passando para coordenadas cartesianas, ficamos com:

pI ˝ αqptq “

ˆ

1

2r
,
tanptq

2r

˙

.

E é fácil ver que esta reta parametriza a semirreta x “ 0. Como I e Tr´c são isometrias e
P,Q P C, segue que a isometria I ˝ Tr´c leva P e Q para o eixo imaginário. �

Teorema 6.9. Sejam P “ px0, y0q e Q “ px1, y1q pontos de H. Se x0 ‰ x1, então o arco de
circunferência CPQ ligando P a Q é a única curva com a propriedade de que lpCPQq “ dpP,Qq. �

Demonstração. Pelo lema anterior (6.8), sabemos que existe uma isometria φ que leva CPQ em
um segmento de reta no eixo imaginário. Assim, φ´1 é uma isometria que leva a um segmento de
reta vertical no arco CPQ. Uma vez que isometrias levam curvas de menor comprimento em curvas
de menor comprimento (falta provar) e que segmentos de reta verticais são curvas minimizantes,
segue que lpCPQq “ dpP,Qq. �

O teorema abaixo estabelece um critério definitivo sobre quais curvas são geodésicas completas.

Teorema 6.10. Seja γ : I Ñ H um geodésica completa. Então, ou γ é uma semi-reta vertical, ou
γ é um semi-ćırculo centrado na reta real. �

A proposição seguinte diz que, no sentido do programa de Erlagen, geodésicas são objetos de
estudo da geometria.



Proposição 6.11. Seja γ : ra, bs Ñ H uma geodésica e M uma isometria. Então a curva µ :
ra, bs Ñ H, µ “M ˝ γ também é uma geodésica. �

Demonstração. Tome t P ra, bs. Como γ é geodésica, existe ε ą 0 tal que

|s´ t| ă ε ùñ dpγptq, γpsqq “ lpγ|Istq

Tomando o mesmo ε e |s´ t| ă ε, como M é isometria, vem que:

dpµptq, µpsqq “ dpM ˝ γptq,M ˝ γpsqq “ dpγptq, γpsqq “ lpγ|Istq

Como isometrias preservam comprimento de curvas (lema 6.6), temos que lpγ|Istq “ lpM ˝

γ}Istq “ lpµ|Istq, donde:

|s´ t| ă ε ùñ dpµptq, µpsqq “ lpµ|Istq

Pela arbitrariedade de t conclúımos que isometrias levam geodésicas em geodésicas. �

O lema a seguir mostra uma propriedade técnica das geodésicas e nos auxiliará a achar o grupo
de isometrias do semiplano.

Lema 6.12. Sejam P “ p0, y0q e Q “ p0, y1q com 0 ă y0 ă y1. Então para toda geodésica completa
g Ă H com P P g, são equivalentes:

• dhyppP,Qq “ dhyppQ, gq;

• g “ g0, onde g0 “ Sy0 XH, sendo Sy0 o ćırculo euclidiano de centro na
origem e raio y0.

�

A demonstração deste lema pode ser vista em detalhes em [Bon09]. Veremos aqui apenas a
ideia da prova. A parte mais fácil é provar que a segunda afirmação implica na primeira. Para
tanto, note que P é o ponto da circunferência cuja ordenada é um máximo global. Assim, tomando
qualquer outro ponto S “ px, yq, podemos estimar a distância dele a Q por baixo usando o ponto
p0, yq (proposição 6.3). Por outro lado, a distância de P a p0, yq será maior que a de P a Q, uma
vez que y1 ą y, pelo que já foi comentado.

Para a rećıproca, a prova será por absurdo, isto é, suporemos que a geodésica não está centrada
na origem mas que mesmo assim a distância entre Q e a geodésica empata com dpP,Qq, isto
é, não há outro ponto da geodésica com distância a Q menor que P . Chame a abscissa do
centro da geodésica de a. Usaremos o Teorema da Função Impĺıcita na função F px, yq “ x2 ´



2ax ` y2 ´ y2
0 (certifique-se que ByF p0, y0q ‰ 0q para obter uma função s : p´ε, εq Ñ tal que

t ÞÑ pt, sptqq parametriza um trecho da geodésica. Para cada t, podemos calcular explicitamente a
o comprimento da reta ligando Q a pt, sptqq, fazendo uma função lptq. Agora, basta calcular l1p0q
e será posśıvel ver que l1p0q ‰ 0, donde lptq é estritamente monótona numa vizinhança de 0, e
portanto há t0 tal que dpP,Qq “ lp0q ą lpt0q ě dpQ, pt0, spt0qqq. No cálculo de l1p0q usamos que
s1p0q ‰ 0, que pode ser visto usando a relação que o próprio Teorema da Função Impĺıcita nos dá
para derivada de s.

Corolário 6.12.1. O lema vale ainda que as abscissas de P e Q não sejam zero. �

Basta tomar translações horizontais e lembrar que são isometrias.

Por fim, vamos tentar atacar esse problema por outra abordagem: uma abordagem com mais
“cara”de geometria diferencial. Vamos utilizar śımbolos de Christoffel e a equação da geodésica
para obter equações diferenciais para elas. O primeiro passo é justamente calcular estes śımbolos.
Uma vantagem nossa é que o semiplano precisa de apenas uma carta, então as coordenadas na
verdade serão globais. O tensor métrico, escrito nessas coordenadas, fica a matriz tal que

vTgw “
1

y2

ÿ

i

viwi

Donde se vê que deve-se ter gij “
1
y2
δij e portanto:

Bgij
Bxk

“ ´
2

y3
δijδk,2

Pois gij depende apenas da segunda coordenada. Noto também que gij é a inversa de gij:
claramente gij “ y2δij. Substituindo tudo isso em 6.2, obtemos o seguinte:

Γ1
“ ´

1

y

ˆ

0 1
1 0

˙

Γ2
“ ´

1

y

ˆ

´1 0
0 1

˙

E que dá origem às equações:

#

x2 “ 2
y
x1y1

y2 “ 1
y
py12 ´ x12q

(6.3)

6.4.3 O Grupo de Isometrias

Nesta seção finalmente acharemos o grupo de isometrias do plano. De antemão, informo que este
grupo tem ligações bem fortes com um outro grupo já conhecido por nós da seção 4.2: : Möb`pRq.
Recomendo que a seção citada seja lida antes desta. Relembro desta seção o fato importante que



qualquer elemento de Möb`pRq pode ser escrito de forma que ad ´ bc “ 1. Relembro também a
notação fM , M P SLp2,Rq para as transformações de Möbius que estava sendo utilizada.

Primeiramente, vejamos que elementos desde grupo estão bem definidos tendo o plano hi-
perbólico como domı́nio e contradomı́nio.

Proposição 6.13. Sejam φ P Möb`pRq e z P H. Então φpzq P H. �

Demonstração. Como φ P Möb`pRq, existem a, b, c, d P R tais que ad´ bc “ 1 e:

φpzq “
az ` b

cz ` d

Já sabemos que φpzq P C. Basta agora provarmos que Impφpzqq ą 0. De fato:

Impφpzqq “ Im

ˆ

paz ` bqpcz̄ ` dq

|cz ` d|2

˙

“ Im

ˆ

ac|z|2 ` adz ` bcz̄ ` bd

|cz ` d|2

˙

“
pad´ bcqImpzq

|cz ` d|2
“

Impzq

|cz ` d|2
ą 0

�

Além disso, é posśıvel mostrar que os elementos de Möb`pRq são biholomorfismos de H preser-
vando portanto a orientação.

Há dois tipos especiais de transformações de Möb`pRq, que são isometrias do plano hiperbólico
já bem conhecidas. Dados λ ą 0 e b P R, considere:

Hλ “

ˆ
?
λ 0

0 1{
?
λ

˙

Tb “

ˆ

1 b
0 1

˙

Não é dif́ıcil ver que a primeira matriz corresponde a homotetias Hλ e a segunda a translações
Tb. Note que não há nenhuma transformação em Möb`pRq que corresponde à inversão I, pois ela
muda a orientação do espaço. Agora, aproveitaremos a semelhança de Möb`pRq com SLp2,Rq
para reciclar um teorema importante:

Proposição 6.14. Sejam a, b, c, d P R tais que ad ´ bc “ 1. Então as funções φ, ψ : H Ñ H tais
que:

φpzq “
az ` b

cz ` d



ψpzq “
cz̄ ` d

az̄ ` b

São isometrias. �

Demonstração. Caso a ‰ 0, basta notar que

ψpzq “ pT c
a
˝Ha2 ˝ I ˝ T b

a
qpzq

Além disso, φpzq “ pI ˝ ψqpzq. A afirmação então segue do fato que as funções citadas são
isometrias como já visto e que composição de isometrias é isometria.

Se, por outro lado, a “ 0, devemos ter necessariamente c ‰ 0. Sejam a1 “ c1 “ c, d1 “ d e
b1 “ b`d. Dáı, a1 ‰ 0. Além disso, a1d1´ b1c1 “ cd´ cd´ bc “ ´bc “ ad´ bc “ 1. Assim, podemos
usar o resultado anterior e notar que a função ζ : HÑ H

z ÞÑ
a1z ` b1

c1z ` d1
“
cz ` b` d

cz ` d

É uma isometria. Agora, basta ver que φpzq “ pT´1q ˝ ζqpzq, e portanto φ é isometria. O fato
de ψ ser isometria vem do fato que ψ “ I ˝ φ. �

Lema 6.15. Seja γ uma geodésica completa. Então existe M P SLp2,Rq tal que fM ˝ γ é a reta
L “ tz P H; Repzq “ 0u. �

Demonstração. Sabemos, pelo teorema 6.10, que geodésicas completas podem ser ou retas verticais,
ou semićırculos centrados na reta real. Se for o primeiro caso, a transformação que estávamos
procurando será trivialmente uma translação, que já vimos pertencerem a Möb`pRq. Suponha,
do contrário, que seja o semićırculo. Seja então γ este semićırculo, intersectando o eixo real nos
pontos a e b e suponha sem perda de generalidade que a ă b. Afirmo que a seguinte transformação
transforma γ numa reta vertical:

fMpzq “

z?
b´a

´ b?
b´a

z?
b´a

´ a?
b´a

Pelo lema 6.6, sabemos que pfM ˝γqptq é uma geodésica, isto é, ou é um trecho de reta vertical ou
é um semićırculo centrado nalgum ponto do eixo real. Se t0 é tal que γpt0q “ a (ou limtÑt0 γptq “ a),
é fácil ver que pfM ˝ γqpt0q “ fMpaq “ 8 (caso se sinta desconfortável, transforme esta igualdade
num limite). Como semićırculos não tomam valor no infinito (ou, como são limitado, não pode
haver algum limite tendendo ao finito), só nos resta assumir que pfM ˝ γqptq é o trecho de uma
reta vertical. Podemos fazer o limite pelo outro lado dando zero. Por continuidade, só nos resta
assumir que pfM ˝ γqptq é uma reta vertical. Agora, recáımos no caso anterior e podemos realizar
uma translação. Lembrando do fato de que Möb`pRq é um grupo, sabemos que a composição delas
ainda está no conjunto, o que conclui nossa demonstração. �



Agora iremos caracterizar definitivamente o grupo de isometrias do plano hiperbólico. Antes
disso, veremos um lema que nos servirá de aux́ılio para encontrarmos o grupo de isometria. O lema
diz que as únicas isometrias que deixam todos os pontos do eixo imaginário fixos são a identidade
e a reflexão em torno deste eixo.

Lema 6.16. Seja φ uma isometria de H tal que φpiyq “ iy, @y ą 0. Então φpzq “ z ou φpzq “ ´z̄,
@z P H. �

Novamente, detalhes em [Bon09]. A ideia da demonstração consiste em notar primeiro que as
geodésicas completas centradas na origem são fixadas pela isometria. Para ver isso, usamos que
a imagem por φ de uma geodésica é uma geodésica (lema 6.6), tomamos um ponto P no eixo
imaginário acima da geodésica e, usando o fato que φ é uma isometria e que φpP q “ P , pela
unicidade do lema 6.7, conclúımos que a imagem da geodésica pela φ deve ser a própria geodésica.

Depois, dado um ponto z, tomamos a geodésica que contém z, centrada na origem e que
atravessa o eixo y em Q. Devemos ter que dpQ, zq “ dpQ, φpzqq. É posśıvel mostrar que isso só
acontece se φ “ z ou “ z̄. Isso pode ser feito usando fórmulas expĺıcitas para a distância entre
pontos ou podemos nos convencer que z e φpzq devem ter a mesma ordenada. De qualquer forma,
basta agora usarmos a continuidade para mostrar que φpzq ou φpzq “ ´z̄, @z P H.

Veremos agora que as funções φ e ψ definidas na proposição 6.14 são as únicas isometrias do
plano hiperbólico

Teorema 6.17. Seja IsompHq o grupo de Isometrias de H. Então:

IsompHq “ tfM : M P SLp2qu Y tI ˝ fM : M P SLp2qu

�

A ideia da demonstração é tomar uma isometria que preserva orientação e mostrar que é
posśıvel compô-la com um transformação de Möbius fM de tal forma que ela fixe a semirreta
imaginária. Pelo lema 6.16 e usando a hipótese que a transformação preserva orientação, devemos
ter necessariamente que esta composição é a identidade, e portanto que a isometria é a função
inversa de fM , donde segue que é uma transformação de Möbius.

A parte chata da demonstração é mostrar a existência da transformação de Möbius satisfazendo
a propriedade citada acima. Na verdade, pelo lema 6.15, podemos achar uma transformação de
Möbius que compondo com a isometria torna a semirreta imaginária invariante. Podemos ainda
compor com uma homotetia para garantir que i fique invariante. Então, a parte realmente chata é
mostrar que, dado que esta composição deixa i invariante, então também deixa todo outro ponto
da semirreta imaginária invariante para usarmos o lema 6.16.

Vejamos uma expressão para o diferencial das isometrias.

Proposição 6.18. Seja φ : ĈÑ Ĉ dada por:

φpzq “
az ` b

cz ` d



Então:

dφzpvq “
ad´ bc

pcz ` dq2
v

. �

Proposição 6.19. Isometrias preservam a métrica. Isto é, se φ é uma isometria, então

gφpzqpdφzpvq, dpφzpwqq “ gzpv, wq

onde v e w estão em TzH.

�

Corolário 6.19.1. Isometrias preservam a norma, isto é, se φ é uma isometria, então ||dφzpvq||H “
||v||H �

Já vimos que o semiplano é homogêneo, isto é, dados dois pontos P , Q, existe uma isometria
que leva um no outro. Agora, veremos que o semiplano é isotrópico, isto é, dados dois pontos p e
q quaisquer e vetores quaisquer v P TpH, w P TqH, existe uma isometria que ao mesmo tempo leva
p em q e cuja diferencial leva v em w.

Proposição 6.20. H é isotrópico. �

6.4.4 Área

Em acordo com o que foi comentado na subseção 6.2.6, a área “hiperbólica”de um subconjunto
E Ă H pode ser definida por:

µHpEq “

ĳ

E

1

y2
dxdy

E temos que:

Proposição 6.21. Áreas são preservadas por isometrias. Isto é, se φ é uma isometria do semi-
plano, então µHpEq “ µHpφpEqq . �

Ao comparar com a área usual do plano, observamos caracteŕısticas semelhantes àquelas co-
mentadas quando comparamos as distâncias. Ponto com ordenada menor contribuem muito mais
para a área.



6.4.5 Algumas expressões úteis

Aqui iremos expor algumas relações práticas para a distância hiperbólica.

Proposição 6.22. Vale as seguintes expressões referentes à distância hiperbólica no modelo do
semiplano superior:

coshpdpz, wqq “ 1`
|z ´ w|2

2ImpzqImpwq

tanhp
1

2
dpz, wqq “

|z ´ w|

|z ´ w˚|

dpz, wq “ log

ˆ

|z ´ w˚| ` |z ´ w|

|z ´ w˚| ´ |z ´ w|

˙

�

6.5 O Disco de Poincaré

Começamos aqui o nosso segundo modelo do espaço hiperbólico. O leitor poderá notar claramente
que todas as construções aqui serão muito mais fáceis e diretas. Isto porque basta acharmos uma
isometria entre este modelo e o do semiplano e importar todos os resultados que já conhecemos de
lá. Este será o argumento ub́ıquo nesta seção.

Nosso objeto desta vez será o disco unitário B :“ tpx, yq P R2;x2 ` y2 ă 1u « tz P C; |z|2 ă 1u.
A métrica será dada por:

gzpv, wq “
4

p1´ |z|2q2
xv, wy

Apesar de ser uma expressão um pouco mais desengonçada, ela ainda é da forma gzpv, wq “
fpzqx¨, ¨y, com:

fpzq “
4

p1´ |z|2q2

O que já garante que a distância induzida por esta métrica de fato está bem definida, pelo lema
6.1. A norma ficará:

||v||B “
2

1´ |z|2
||v||



E o comprimento de uma curva γ:

lpγq “

ż

2
a

x1ptq2 ` y1ptq2

1´ xptq2 ´ yptq2
dt

O disco unitário munido da distância obtida tomando o ı́nfimo destes comprimentos é chamado
de Disco de Poincaré.

Se formos comparar esta distância com a euclidiana, vemos que pontos com maior módulo, isto
é, mais próximos (no sentido euclidiano) da fronteira do disco contribuem mais para a distância
hiperbólica. Analogamente, esperamos que, se dois pontos estão muito próximos da fronteira,
então a geodésica tende a se afastar da borda e depois voltar. Veremos que de fato isto ocorre e
as geodésicos serão arcos de circunferência que incidem perpendicularmente na fronteira do disco
de Poincaré. Isto não ocorre, por outro lado, com pontos que estão no eixo y, por exemplo. Pois,
para qualquer que seja o lado que a curva penda, ficará mais próxima da borda. De modo geral,
se dois pontos são colineares com o centro do disco então a geodésica é uma reta de fato.

O próximo lema nos dará uma transformação de Möbius que é isometria entre o semiplano e o
disco de Poincaré:

Lema 6.23. A função:

Φpzq “
z ´ i

z ` i

É chamada de transformação de Cayley e é uma isometria entre H e B. �

Demonstração. A transformação de Cayley é uma transformação de Mobius, então já sabemos que
é bijetiva quando vista de C em C. Note que:

|Φpzq|2 “
pz ´ iqpz ` iq

pz ` iqpz ´ iq
“
|z|2 ` ipz ´ zq ` 1

|z|2 ´ ipz ´ zq ` 1
“ 1´

4Impzq

|z|2 ` 2Impzq ` 1
“ 1´

4Impzq

|z ` i|2

Então, quando restringimos o domı́nio para o semiplano superior, a imagem cai dentro do
disco unitário, e está bem definida. Isso não altera a injetividade, mas temos que verificar a
sobrejetividade. É fácil constatar que:

Φ´1
pzq “

z ` 1

ipz ´ 1q

Portanto:

ImpΦ´1
pzqq “ Im

ˆ

´ipz ` 1qpz ´ 1q

|z ´ 1|2

˙

“
1´ |z|2

|z ´ 1|2
ą 0



Então, dado qualquer ponto do disco unitário, vai existir um ponto do semiplano superior que
é mapeado nele, donde a restrição da transformação é bijetiva.

Meros cálculos mostram diretamente que a diferencial da transformação é dada por:

dΦzpvq “
2i

pz ` iq2
v

Então:

pΦ˚gqzpv, wq “ gΦpzqpdΦzpvq, dΦzpwqq “
4

p1´ |Φpzq|2q2
x

2i

pz ` iq2
v,

2i

pz ` iq2
wy

“
4p|z ` i|2q2

p4Impzqq2
4

|pz ` iq2|2
xv, wy “

1

pImpzqq2
xv, wy

Lembre-se que a primeira entraa do produto interno é anti-linear! �

Calcularemos a transformação de Cayley para alguns pontos para ter uma ideia geral de como
esta isometria age. É posśıvel ver, por exemplo, que Φ leva o ćırculo no infinito na fronteira do
disco e i na origem do disco. Além disso, achemos os pontos que vão nos quatro pontos cardeais
do disco. Os pontos 0, 1, 8 e ´1 são mapeados em ´1, ´i, 1 e i respectivamente. Vemos então
que há como se fosse uma rotação de ´90 graus entre o semiplano e o disco. A transformação de
Cayley não é a única a fazer esse tipo de coisa. Por exemplo, ´Φ age de forma parecida.

Da proposição 6.22, podemos tirar como resultado:

Proposição 6.24. Se d é a métrica do disco, então vale que:

coshpdpz, wqq “ 1`
2|z ´ w|2

p1´ |z|2qp1´ |w|2q

�

6.5.1 Isometrias

Teorema 6.25. O grupo de isometrias de B é o subgrupo de MöbpCq tal que d “ ā, c “ b̄ e
|a|2 ´ |b|2 “ 1. �

Demonstração. O primeiro passo é mostrar que toda isometria do disco é da forma Φ ˝ T ˝ Φ´1,
com T isometria do semiplano. �



Este grupo é homomorfo ao grupo SUp1, 1q, que é o grupo das matrizes

ˆ

α β
β̄ ᾱ

˙

Com |α|2 ´ |β|2 “ 1.

Uma classe importante de isometrias do disco de Poincaré são as rotações. Para uma rotação
de ângulo θ, tome α “ exppiθ{2q e β “ 0

6.5.2 Geodésicas

Proposição 6.26. As geodésicas de B são os ćırculos ortogonais a BB, incluindo as linhas retas.
�

6.5.3 Área

Conforme foi discutido, podemos definir área no Disco de Poincaré como:

µBpEq “

ĳ

4

p1´ x2 ´ y2q2
dxdy

É posśıvel mostrar que esta definição é consistente com a área do semiplano. Isto é:

Proposição 6.27. Seja E Ă B. Então µBpEq “ µHpΦ
´1pEqq. �

6.6 O hiperboloide

Para este modelo, o conjunto que consideraremos é uma esfera no espaço de Minkowski. Refres-
quemos a memória.

Definição 6.2. Espaço de Minkowski é um espaço vetorial real (ou espaço afim) de dimensão
finita munido de uma forma bilinear simétrica não degenerada de ı́ndice 1. ♣

Onde:

Definição 6.3. Se B é uma forma bilinear, então o ı́ndice de B é o número da dimensão do
subespaço de maior dimensão posśıvel onde a forma é negativa definida, isto é, onde v ‰ 0 ùñ

Bpv, vq ă 0, para todo v do subespaço. ♣



Espaços de Minkowski são sempre isométricos ao Rn com a forma bilinear hpv, wq “ v1w1` ...`
vn´1wn´1 ´ vnwn, onde v “ pv1, ..., vnq e w “ pw1, ..., wnq. Esta forma será chamada neste texto
de produto de Minkowski. Este produto não é um produto interno, caso exigirmos que produtos
internos sejam positivos definidos. (Isto é, nem sempre vale que v ‰ 0 ùñ hpv, vq ą 0). Tome,
por exemplo v “ p0, ..., 1q. Assim, ao falarmos espaço de Minkowski estaremos sempre nos referindo
ao Rn munido do produto de Minkowski, por ser menos abstrato. Mais especificamente, estaremos
interessados no R3.

Note que o conjunto tv P R3 tal que hpv, vq “ ´1u é uma esfera “de raio -1”com relação ao
produto de Minkowski. Mas trata-se do conjunto x2 ` y2 ´ z2 “ ´1, que é um hiperboloide, com
duas folhas (de revolução em torno do eixo z). O conjunto que estaremos interessados nesta seção
é especificamente a folha superior do hiperboloide: tH “ px, y, zq; z ą 0, x2` y2´ z2 “ ´1u, o que
justifica o nome do modelo (modelo do hiperboloide).

Para as pessoas menos familiarizadas, vale saber que o espaço de Minkowski é o espaço f́ısico
segundo a teoria da relatividade restrita de Einstein. As pessoas mais familiarizadas sabem que
este espaço não é uma variedade riemanniana pois, como vimos, hp¨, ¨q não é um produto interno.
Entretanto, a restrição de h à H constitui-se sim uma métrica riemanniana.

Isso, entretanto, não será tão importante pois definiremos distância de um jeito diferente do
que estávamos acostumados a definir. Definiremos:

dHpp, qq “ arcoshp´hpp, qqq





Caṕıtulo 7

Grupos Fuchsianos

7.1 Definição

Um grupo fuchsiano é um tipo particular de subgrupo de PSLp2,Rq. A condição extra requerida é
que a ação deste subgrupo no espaço hiperbólico não produza órbitas cont́ınuas, em algum sentido.
A maneira precisa de formular esta condição pode aparecer das mais diversas formas e esta seção
irá se dedicar a sondar tais formas. Entretanto, podemos deixar claro logo de ińıcio que o fato
importante, e que deve ser satisfeito por todas as definições, é que não haja pontos do espaço
hiperbólico que sejam de acumulação para alguma órbita.

Mas qual é a motivação para tal definição? Por que a descontinuidade mencionada é impor-
tante? Posso citar dois motivos. O primeiro deles é que tal condição garante a regularidade do
espaço quociente. Explico. Uma vez que tivermos um grupo fuchsiano Γ agindo num espaço X,
cada órbita formará uma classe de equivalência. Por diversos motivos, iremos querer estudar o
espaço formado pelas classes de equivalência, isto é, o espaço em que cada ponto corresponde a
uma órbita inteira. Este espaço será denotado por X{Γ. A descontinuidade da ação garante, por
exemplo, que o espaço quociente seja métrico, ou que seja uma variedade (mais precisamente, uma
superf́ıcie de Riemann). Esta aplicação nos fará estudar espaços métricos quocientes, tesselações
e, portanto, poĺıgonos e regiões fundamentais, que serão temas das próximas seções. A segunda
motivação vem do conceito de funções automórficas, mais detalhadas no apêndice histórico. Bre-
vemente, uma função automórfica é uma função holomórfica que dá os mesmos valores em todos
os pontos de uma órbita. Se essa órbita acumulasse, pela analiticidade da função e o fato dela ser
constante numa órbita, ela teria que ser constante no espaço inteiro, o que, convenhamos, não é
uma situação nada interessante.

Voltando para a definição de grupo fuchsiano, podemos dividir as definições que usualmente são
dadas em duas categorias (equivalentes). A primeira, foca-se no grupo de maneira mais intŕınseca,
enquanto espaço topológico. Ela diz que grupo fuchsiano é um subgrupo discreto de PSLp2,Rq.
Esta maneira exigirá que reflitamos qual seria a topologia “natural”de PSLp2,Rq. A segunda,
mais focada na ação do grupo, propriamente dita, diz que grupo fuchsiano é um grupo que age
descontinuamente em H. Por sua vez, uma ação ser descont́ınua é alvo de inúmeras definições
diferentes.
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Antes de nos debruçarmos sobre as questões remanescentes sobre a definição de grupo fuchsiano,
resta uma observação. Lembro que PSLp2,Rq é justamente o grupo de isometrias que preservam
orientação do modelo hiperbólico do semiplano superior. Entretanto, como nossa motivação prin-
cipal ao estudarmos grupos fuchsianos será estudar uma medida definida na fronteira do espaço
hiperbólico, o modelo mais apropriado será o do disco de Poincaré, pois este trata todos os pontos
da fronteira de maneira igualitária. Assim, usaremos a correspondência entre o semiplano e o
disco para induzir uma correspondência entre PSLp2,Rq e PSUp1, 1q, de modo que, na prática,
um grupo fuchsiano será para nós um subgrupo de PSUp1, 1q. Uma maneira alternativa de definir
grupo fuchsiano de modo a contornar este problema seria de definir como um subgrupo do grupo
de isometrias (de algum modelo) do espaço hiperbólico.

Começando pela mais fácil, um grupo fuchsiano é simplesmente um subgrupo discreto de
PSLp2,Rq, com a topologia sendo aquela discutida no caṕıtulo 4, isto é, a topologia quociente
de SLp2,Rq. Como também foi visto, vale lembrar que esta topologia admite uma métrica.

Lema 7.1. A ação de PSLp2,Rq em H é cont́ınua. �

Demonstração. Considere a função p : Cˆ R4 Ñ C2 definida por ppz, a, b, c, dq “ paz ` b, cz ` dq.
Por resultados elementares de topologia e análise, sabemos que cada função coordenada é cont́ınua,
e portanto p também o é. Também é verdade que a função q : C2ztpz, wq;w “ 0u Ñ C definida por
qpz, wq “ z{w é cont́ınua em seu domı́nio, e dáı a função r : CˆR4 Ñ C, r “ q ˝ p é cont́ınua. Em
particular, sua restrição para os elementos de R4 tais que ad ´ bc “ 1 e para elementos do plano
complexo superior é cont́ınua. Assim, a ação de SL em H dada por α̃pM, zq “ TMpzq é cont́ınua,
já que sua topologia é a induzida de R4 e a topologia de H empata com a induzida de C.

Seja agora a ação que realmente estamos interessados: α : PSLp2,Rq ˆ H Ñ H e considere
um aberto U Ă H. Nossa tarefa é mostrar que α´1pUq é aberto. Seja prM s, zq P PSLp2,Rq ˆ H
arbitrário. Basta mostrar que existem abertos V1 Ă PSLp2,Rq e V2 Ă H tais que prM s, zq P
V1ˆ V2 Ă α´1pUq. Sabemos que α̃ é continua, donde α̃´1pUq é aberto. Note que pM, zq está nesse
conjunto, e portanto existem abertos Ṽ1 Ă SLp2,Rq e Ṽ2 Ă H tais que pM, zq P Ṽ1 ˆ Ṽ2 Ă α̃´1pUq.
Tome V1 “ qpṼ1 e V2 “ Ṽ2. Mostrarei que essa escolha de conjuntos satisfaz o que queremos.

Em primeiro lugar, note que qpṼ1q é aberto em PSLp2,Rq, pois q´1pqpṼ1qq é aberto em SLp2,Rq.
De fato, é fácil ver que:

q´1
pqpṼ1qq “ tM P SLp2,Rq;M P Ṽ1 ou ´M P Ṽ1u “ ´Ṽ1 Y Ṽ2

E o conjunto da direita é aberto pois é a união de abertos, já que x ÞÑ ´x é um homeomorfismo
de SLp2,Rq. Assim, fomos capazes de achar abertos tais que prM s, zq P V1 ˆ V2 Ă U para todo
U P H aberto e todo prM s, zq P α´1pUq.

�



7.1.1 Ações descont́ınuas

Como dito, um conceito important́ıssimo no estudo de grupos fuchsianos é de uma ação de grupo
ser descont́ınua. Este conceito, nada tem a ver com continuidade topológica. Na verdade, iremos
nos preocupar somente com ações que no sentido topológico sejam cont́ınuas, mas... que agem
descontinuamente. Esta última expressão tem um sentido próprio que veremos a seguir. Peço
desculpas de antemão ao leitor pelo fato das nossas ações serem ditas “ações cont́ınuas que agem
descontinuamente”, mas infelizmente esta é a terminologia padrão, apesar de algumas tentativas
de mudança.

Na verdade, há dois conceitos de descontinuidade. Diremos que a ação de um grupo é livre-
mente descont́ınua quando satisfizer o conceito mais forte (que acabará não sendo tão interessante
por ser muito restritivo). Já quando a ação satisfizer o conceito mais fraco, diremos que ela é
propriamente descont́ınua. Este último conceito possui diversas e diversas definições parecidas.
Elas diferem, muitas vezes, pelo objeto que tratam (algumas são para espaços métricos, outras
para espaços topológicos, etc.) e outras muitas vezes são equivalentes ou equivalentes assumindo
algumas hipóteses.

O conceito de descontinuidade livre é relativamente mais unânime e começaremos por ele.

Definição 7.1. Seja X um espaço topológico e G um grupo agindo em X. Dizemos que a ação é
livremente descont́ınua em x P X quando existe uma vizinhança V de x tal que gV X V ‰ Ø ùñ

g “ e, onde e é o elemento identidade do grupo. ♣

Observo que esta definição é usada principalmente quando G é um grupo de homeomorfismos
de X ou quando a ação é cont́ınua no sentido topológico. Se considerarmos Rn, a transformação
x ÞÑ x`1 seria livremente descont́ınua em todo ponto. Mas cuidado! Se acrescentarmos o infinito,
como na esfera de Riemann (vide seção 5.1.1), a ação não é livremente descont́ınua no infinito,
pois é um ponto fixo da transformação (8 ` 1 “ 8). De fato, é evidente que uma ação nunca
pode ser livremente descont́ınua num ponto fixo.

Antes de começarmos a investigar as várias definições de descontinuidade própria, vejamos
um conceito que será muito importante - o de finitude local. Este mesmo conceito possui duas
definições diferentes que são equivalentes satisfeitas algumas hipóteses.

Definição 7.2. Um subconjunto F de um espaço topológico X é dito localmente finito se, para
todo x P X, existir uma vizinhança V de x tal que V X F é um conjunto finito. F é dito K-
localmente finito se, para todo conjunto compacto K Ă X, K XX é finito. ♣

Proposição 7.2. Seja X um espaço topológico. Se F Ă X é localmente finito, então é K-
localmente finito. Se X for localmente compacto, vale a rećıproca. �

Demonstração. Suponha que F é localmente compacto e seja K um conjunto compacto. Para
cada x P K, tome Vx a vizinhança que satisfaz a definição de F ser localmente finito. Como Vx é
uma vizinhança de x, existe um aberto Ux tal que x P Ux Ă Vx e é fácil ver que Ux X F também é
finito para todo x. Note que pUxq será uma cobertura aberta de K, donde admite uma cobertura
finita. Chamemos de pUnq. A intersecção de cada aberto da subcobertura com F é finita, e como



há um número finito deles, vale que a interseção de F com a união de pUnq é finita. Como tais
conjuntos é uma subcobertura, vale que a intersecção de K com F é menor que a interseção com
a subcobertura e portanto também finita.

Para a rećıproca, suponhamos que X é localmente compacto. Dado x, vai existir K uma
vizinhança compacta de x. Por ser F um conjunto K-localmente finito, a intersecção com K é
finita e dáı existe uma vizinhança tal que a intersecção com F é finita. Pela arbitrariedade de x,
prova-se que F é localmente finito �

Os espaços tratados neste texto serão sempre localmente compactos, então o leitor não precisará
se preocupar com esta hipótese.

É hora de fazer um alerta bem importante. Quando estamos estudando ações de um grupo num
espaço, frequentemente nos deparamos com elementos distintos g, h do grupo, mas que, entretanto,
gx “ hx para algum x (lembre-se que uma ação ser livre é justamente dizer que isso não acontece).
Apesar do ponto do espaço ser o mesmo, ao estudarmos a órbita de x, gx e hx contam como
elementos diferentes. Este entendimento será crucial para o bem esclarecimento do que vem a ser
o conceito de descontinuidade própria. Iremos, baseados nessa reflexão, introduzir o conceito de
famı́lia localmente finita e K-localmente finita. De fato, ações de grupo livres estarão longes de ser
as únicas tratadas. Os resultados da proposição anterior são naturalmente estendidos para este
novo entendimento, e deixados como exerćıcio para o leitor fanático.

Definição 7.3. Seja pyiqiPI uma famı́lia de elementos de um espaço topológico X indexada por
um conjunto I arbitrário. Esta famı́lia é dita localmente finita se, para todo x P X, existir uma
vizinhança V de x tal que existe apenas um número finito de ı́ndices em I tais que yi P V . F é
dito K-localmente finito se, para todo conjunto compacto K Ă X, o conjunto de ı́ndices tais que
yi P K é finito. ♣

Antes de vermos as definições, vamos estabelecer uma notação. #GpAq :“ tg P G; gpAq XA ‰
Øu. As seguintes definições serão listadas por número e, quando quisermos nos referir a alguma
em espećıfica, diremos “ação propriamente descont́ınua do tipo n”, onde n será o número.

Definição 7.4. Seja X um espaço topológico e G um grupo agindo em X. A ação é dita propri-
amente descont́ınua em X se:

1a) Gx for discreta e Gx é finito, para todo x;

1b) Gx for discreta e fechada e Gx for finito, para todo x;

2a) Gx for K-localmente finita, para todo x;

2b) Gx for localmente finita, para todo x;

3) não existir um ponto y P X e uma sequência pgnq de elementos distintos de G tais que
gny Ñ x, para todo x

4) #GpKq for finito para todo K compacto;



5) existir uma vizinhança V de x tal que #GppV q for finito, para todo x;

♣

Um esclarecimento: na condição 3, acima, queremos dizer o seguinte: gny Ñ x se, para toda
vizinhança V de x existe um n0 tal que gny P V para todo n ą n0. Note que esta noção de ponto
de aderência para sequências é diferente da noção para conjuntos, pois, se adotássemos a mesma
noção, todo elemento da sequência seria um ponto de aderência. Para um ponto x da sequência
ser de aderência é necessário que haja infinitos elementos distintos do grupo que fixem x.

Note que na definição acima, descontinuidade é um conceito global. Entretanto, podemos
definir descontinuidade pontualmente através das condições 3 e 5.

Eis o motivo para termos separado a definição 1 em duas. Em grande parte da literatura,
a forma como se é enunciada a definição é a versão (a). Entretanto, muitos autores, em suas
demonstrações, concluem que uma órbita não tem ponto de acumulação por ser discreta, o que
é um tremendo erro! Um conjunto discreto pode ter um ponto de acumulação, a menos que seja
também fechado. Assim, parece ser o caso que estes autores na verdade querem dizer ”discreta e
fechada”quando escrevem apenas ”discreta”.

Teorema 7.3. Valem as seguintes implicações:

a) 1b ùñ 2b ùñ 3 se X for T1; 3 ùñ 1b se além disso X for primeiro contável

b) 2b ùñ 2a, 2a ùñ 2b se X for localmente compacto

c) 1b ùñ 1a; 1a ùñ 1b se X for métrico e G for uma famı́lia equicont́ınua de funções

d) 2a ùñ 4 se X for métrico e G for uma famı́lia equicont́ınua de funções; 4 ùñ 5 se X for
localmente compacto e 5 ùñ 1b se X for T1

e) 4 ùñ 2a.

f) 2a ùñ 1b se X for localmente compacto e T1

g) 1b ùñ 3

Demonstração. Respectivamente:

a) i. Suponha, por absurdo, que haja pontos x, y tais que, para toda vizinhança V de x, há
infinitos elementos de G de modo que gy P V . Como Gy é discreta e fechada, não deve
ter pontos de acumulação. Entretanto, para x não ser um ponto de acumulação (supondo
que X é T1), deve haver uma vizinhança V0 tal que não haja infinitos elementos de Gy
nesta vizinhança. A fim de que as duas condições sejam verdadeiras, pGyX V0q Y txu deve
ser um conjunto finito, mas deve haver infinitos g P G tais que gy seja algum dos pontos
deste conjunto. Obviamente, deve haver algum z neste conjunto tal que gy “ z para um
número infinito de elementos g P G. Seja Gyz tal conjunto de elementos (distintos) de G.
Veremos, agora, que tal fato contradiz a hipótese de que o estabilizador de z é finito. Tome



um elemento h qualquer de Gyz e considere o conjunto G1 “ tg ˝ h´1; g P Gyzu. Vale que
G1 Ă Gz. De fato, pg ˝h´1qpzq “ gph´1pzqq “ gpyq “ z. Entretanto, se g1, g2 P Gyz, g1 ‰ g2,
então g1 ˝ h

´1 ‰ g2 ˝ h
´1. (se fossem iguais, multiplicando por h à direita dos dois lados

chegaŕıamos a um absurdo) Por fim, como Gyz é um conjunto infinito, G1 também será,
pelo argumento que acabamos de fazer, o que contraria a hipótese de Gz ser finito.

ii. Seja x, y quaisquer. Por hipótese, existe uma vizinhança V de x tal que gny P V apenas
para um número finito de n, e portanto a sequência não pode convergir para x, já que isso
significaria a existência de um n0 tal que gny P V para todo n ą n0, e seriam infinitos.

iii. Se o estabilizador não fosse finito, conseguiŕıamos obter infinitos elementos distintos do
grupo com pgnxq obviamente convergindo para x. Além disso, suponha que alguma órbita
não seja discreta. Então existe um elemento x P Gy, para algum y, de maneira que, para
toda vizinhança U de x, existe g tal que gy P U e gy ‰ x. Assim, x é ponto de acumulação
de Gy. Uma vez que Gy tenha um ponto de acumulação, usando o fato de estarmos num
espaço T1, isso implicaria que, em toda vizinhança de x, existem infinitos elementos de Gy.
Com tais elementos, podemos construir uma sequência que converge para x usando o fato
que X é primeiro contável. Assim, toda órbita deve ser discreta e não pode possuir pontos
de acumulação enquanto conjunto. Como um conjunto é fechado se, e somente se, contém
todos seus pontos de acumulação, temos que as órbitas são fechadas.

b) segue diretamente da proposição 7.2

c) i. É óbvio.

ii. Suponha que haja pontos x e y tais que y seja ponto de acumulação para Gx. Como
estamos num espaço métrico, isso significa que existe uma sequência de elementos de Gx
que converge para y e podemos tomar, sem perda de generalidade, uma sequência tal que
gnpxq ‰ gmpxq para n ‰ m. Mostraremos que isso contradiz a hipótese de Gx ser discreta.
Dado ε ą 0, como G é uma famı́lia equicont́ınua, deve existir δ tal que dpy, zq ă δ ùñ

dpgpyq, gpzqq ă ε{2, @g P G. Além do mais, como xn Ñ y, existe n tal que dpxm, yq ă δ,
para todo m ě n. Neste caso, tomando g “ g´1

n ˝ gn`1, então:

dpx, gpxqq “ dpx, g´1
n pyqq`dpg

´1
n pyq, gpxqq “ dpg´1

n pxnq, g
´1
n pyqq`dpg

´1
n pyq, g

´1
n pxn`1qq ă

ε

2
`
ε

2

Onde usamos que dpxn, yq, dpxn`1, yq ă δ junto com a equicontinuidade. Assim, para
todo ε, somos capazes de achar um g tal que dpx, gpxqq ă ε. Provaremos que gpxq ‰ x
e isso implicará que x é um ponto de acumulação de sua órbita, que portanto não será
discreta. Ora, já sabemos que gnpxq ‰ gn`1pxq por hipótese. Como g´1

n é uma bijeção,
então x “ g´1

n pgnpxqq ‰ g´1
n pgn`1pxqq “ gpxq.

d) i. Seja K um compacto que contradiga a tese. Então existe uma sequência xn P K e uma
sequência distinta dois a dois gn P G tais que gnpxnq “ yn P K. Como K é compacto,
deve haver alguma subsequência de pxnq e de pynq que convirja para algum x P K e y P K
respectivamente. Pela equicontinuidade da ação, mostraremos que gnpxq converge para y.
De fato, tome ε ą 0 qualquer. Então há de existir δ tal que dpx, zq ă δ ùñ dpgpxq, gpzqq ă
ε{2, para todo g P G. Tome agora n1 tal que dpx, xmq ă δ para todo m ě n1 e n2 tal que
dpgmpxmq, yq ă ε{2, para todo m ě n2. Por fim, tome n “ maxtn1, n2u. Então:



dpgmpxq, yq ď dpgmpxq, gmpxnqq ` dpgmpxmq, yq ď
ε

2
`
ε

2

Para todo m ě n. Agora, considere o compacto K 1 “ tyu Y tgnpxq : n ą 0u. Vemos que há
infinitos elementos de g que intersectam K 1, o que configura uma contradição.

ii. Dado x, como X é localmente compacto, existe uma vizinhança compacta K de x. Mas áı,
sabemos que há apenas um número finito de elementos de G tais que gK XK é não-vazia,
donde existe uma vizinhança de x tal que gV X V seja não-vazia apenas para um número
finito de elementos, a saber, V “ K.

iii. Dado x, como existe V vizinhança de x tal que #GpV q é finito, segue de imediato que Gx

é finito. Agora, quero mostrar que Gx é um conjunto discreto e fechado. Pela proposição
2.1, basta mostrar que Gx não tem pontos de acumulação. Suponha, por absurdo, que
tenha e denotemos o ponto por y. Como o espaço é T1, existem infinitos elementos gx
qualquer vizinhança de y. Tome uma vizinhança U de y arbitrária. Tome também g0 tal
que g0x P U , que existe pelo que foi dito. Para qualquer outro ponto xi “ gix P U , note
que g0g

´1
i xi “ g0x P U , para todo i, donde g0g

´1
i U X U ‰ Ø. É fácil ver que o conjunto de

elementos g0g
´1
i é distinto dois a dois pois os gi o são, e portanto é um conjunto infinito, o

que contradiz a condição 5.

e) Suponha por absurdo que haja K compacto e x tal que gx P K para infinitos elementos. Seja
S o conjunto de todos os elementos de G tais que gx P K. Por hipótese, S é infinito. Além
disso, seja y “ hx P K para algum h P S. Então, Sh´1 é um conjunto de elementos de G que
mandam y P K em K. em particular, para qualquer elemento g P Sh´1, temos gpKq XK ‰ Ø.
O resultado segue do fato que Sh´1 é infinito pois a multiplicação num grupo por um elemento
é uma operação injetiva.

f) Dado x, note que txu é compacto (e vale em qualquer espaço topológico). Da hipótese, temos
que há apenas um número finito de elementos do grupo tais que gx P txu, donde o estabilizador
é finito. Resta mostrar que Gx é fechada e discreta, isto é, não possui pontos de acumulação.
Suponha que haja tal ponto e denote-o por y. Como o espaço é localmente compacto, existe
uma vizinhança compacta de y. Como y é ponto de acumulação é o espaço é T1, deve haver
um número infinito de elementos da órbita em K, o que contradiz nossa hipótese.

g) Suponha, por absurdo, que exista um ponto y P X e uma sequência de elementos distintos pgnq
tais que gny Ñ x. Em primeiro lugar, note que devemos ter gny “ x, para algum n. De fato, se
não fosse o caso, x seria um ponto de acumulação para Gy no sentido de conjunto e teŕıamos
que Gy não seria fechado, já que não teria um dos seus pontos de acumulação. Entretanto,
como a órbita é discreta, deve haver alguma vizinhança U de x tal que U XGy “ txu. Porém,
isto implica que há infinitos elementos gn tais que gny “ x, donde o estabilizador não é finito e
cáımos numa contradição.

�

Resumirei os principais fatos sobre este teorema. O item (a) nos diz que, sobre as condições
fracas de X ser Hausdorff e primeiro contável, 1b, 2b e 3 são equivalentes. Se ainda supormos
compacidade local, estes três se tornam equivalentes a 2a, como mostra o item (b). Por fim,



supondo que X é métrico e o grupo é equicont́ınuo, (c) e (d) nos dizem que todas as definições se
tornam equivalentes, que enunciamos no seguinte:

Corolário 7.3.1. Se X for um espaço métrico localmente compacto e G for um grupo equicont́ınuo
de tranformações, então todas as definições de descontinuidade própria são equivalentes.

Quando formos provar propriedades dos grupos fuchsianos, tentaremos sempre provar assu-
mindo a descontinuidade mais fracas e valerá que a propriedade demonstrada é satisfeita para as
outras mais fortes.

Não vale que 1a ùñ 4 nem assumindo um grupo de homeomorfismos de um espaço métrico
localmente compacto. Tome R2ztp0, 0u and fn : px, yq ÞÑ p2nx, 2´nyq. Note que o estabilizador de
qualquer ponto é unitário e que as órbitas são discretas.

7.1.2 Propriedades Básicas

Proposição 7.4. Seja G um grupo que age descontinuamente (do tipo 2a) em um espaço topológico
X σ´compacto, então Γ é enumerável. �

Demonstração. Dado x P X, pela proposição 1.23, existe uma bijeção entre G{Gx e Gx. Como
x é compacto, Gx deve ser finito, e portanto G{Gx deve ser não enumerável também. Como X é
σ´compacto, há de haver um compacto com um número infinito de elementos de Gx, absurdo.

De outro modo: se Gx fosse não-enumerável, sabemos que teŕıamos um absurdo pelo que foi
dito acima. Suponha então que Gx seja enumerável. Como G “

Ť

yPGxtg P G; gx “ yu, devemos
ter necessariamente que tg P G; gx “ yu é infinito para algum x. Usando argumentos clássicos de
grupo, isso implicaria que Gx é infinito, o que novamente nos leva a uma contradição.

�

A demonstração acima pode ser facilmente alterada para que o teorema continue sendo verdade
ao trocar descontinuidade do tipo 2b por descontinuidade do tipo 1b, por exemplo.

A seguir provaremos o teorema que faz a ponte entre as duas definições. Como uma trata da
natureza intŕınseca do grupo e a outra trata da ação dele no espaço, é óbvio que teremos que
assumir uma condição para a ação. Esta condição, que propicia a ligação entre os dois conceitos é
a continuidade da ação.

Teorema 7.5. Um subgrupo Γ de PSLp2,Rq é discreto se, e somente se age descontinuamente.
�

Demonstração. Primeiro, suponha que um grupo aja descontinuamente mas não seja discreto.
Então, deve existir uma sequência γn Ñ I, com I a identidade. Isto decorre da proposição 3.4, do
fato da topologia de PSLp2,Rq ser T1, e do fato de subespaços de espaços T1 serem T1. Agora,
devemos notar que γn Ñ I ùñ γnz Ñ z. Tal afirmação pode ser verificada diretamente, ou



podemos usar o lema 7.1. Neste caso, como a ação α : PSLp2,Rq ˆ H Ñ H é cont́ınua, ela é
sequencialmente cont́ınua. Isto é, pγn, znq Ñ pγ, zq ùñ αpγn, znq “ γnzn Ñ γz “ αpγ, zq. Em
particular, γnz Ñ γz “ Iz “ z, donde a órbita de nenhum ponto é discreta e portanto a ação não
pode ser propriamente descont́ınua.

Reciprocamente, suponha que Γ seja discreto, mas que não aja descontinuamente. Então
existem um pontos z, z0 e uma sequência pγnq tais que γnz Ñ z0. Então, devemos ter Impγnzq Ñ
Impz0q ą 0. Isso nos dá, usando um escólio da proposição 6.13:

Imz

|cnz ` dn|2
Ñ Imz0 ùñ

1

|cnz ` dn|2
Ñ

Imz0

Imz
ą 0

Dáı, p|cnz ` dn|
2q é limitado, digamos, por M1 e disto podemos concluir que pcnq e pdnq são

limitados. Além disso, temos: |γnz|
2 Ñ |z0|

2. Ou seja:

|anz ` bn|
2

|cnz ` dn|2
Ñ |z0|

2

Como o denominador é limitado, é fácil ver que p|anz ` bn|
2q também deve ser limitado e,

analogamente, panq e pbnq são limitados. Assim, existe uma subsequência de panq convergente,
digamos, para a. Tomando a subsequência de pbnq correspondente, ela também vai ser limitada
e, portanto, vai haver uma subsequência da subsequência que será convergente para b, digamos.
Repetindo este procedimento para todos os coeficientes, obteremos uma subsequência convergente
de pγnq, para γ, digamos. Como o determinante é uma função cont́ınua, temos que ad´ bc “ 1. e
portanto γ P PSLp2,Rq. Usando, por fim, o lema 3.5, o fato de PSLp2,Rq ser T1 e Γ ser discreto
por hipótese, temos que Γ é fechado, e portanto γ P Γ, mas γ passa a ser um ponto de acumulação
de Γ contido em Γ, o que contraria o fato de Γ ser discreto. �

7.2 Exemplos

Exemplo 7.1. (grupos finitos) Começaremos dos exemplos mais básicos posśıveis: subgrupos fini-
tos. Como a topologia de PSL é Hausdorff, qualquer conjunto finito é discreto, e portanto qualquer
subgrupo finito será fuchsiano, como por exemplo t1, Ju, onde 1 é a identidade e Jpzq “ ´z´1.
Este é um caso espećıfico de uma classe de subgrupos de rotações. Mais geralmente, podemos
definir:

Γθ “

"

cospkθ{2qz ` sinpkθ{2q

´ sinpkθ{2qz ` cospkθ{2q
, 0 ď k ă n

*

Onde θ “ 2π{n para algum n natural. Para ficar ainda mais concreto, recomendo que o leitor
construa alguns desses grupos explicitamente, além de calcular a órbita de alguns pontos. Também
recomendo pensar qual seria a forma deste grupo no disco de Poincaré. Note que todos os elementos
serão eĺıtpicos



Exemplo 7.2. (grupos ćıclicos) Aumentando um pouco mais a complexidade, veremos subgrupos
infinitos “simples”, isto é, ćıclicos, gerados por apenas um elemento. Fixando b ‰ 0 e λ ą 0, é
fácil ver que o subgrupo gerado por uma translação como Tb : z ÞÑ z` b é o grupo constituido pelos
elementos Tkb, com k P Z. De semelhante modo, o subgrupo gerado por uma homotetia Hλ : z ÞÑ λz
é aquela constitúıdo por elementos da forma Hλk , novamente k P Z.

Exemplo 7.3. Agora vamos ver um exemplo de grupo gerado por 2 transformações (uma eĺıtpica
e uma hiperbólica). Fixando λ ą 0, considere o grupo gerado pelas transformações tHλ, Ju.

Exerćıcio 7.1. Prove que qualquer elemento deste grupo é da forma λkz ou ´λkz´1, com k P Z

Exemplo 7.4. (grupo modular) Veremos agora um exemplo não tão trivial. Considere o subcon-
junto de PSL onde todos os coeficientes são inteiros. Denotaremos este conjunto por PSLp2,Zq.
Este grupo é bastante importante em diversas áreas, inclusive teoria dos números e tem até um
nome: grupo modular. Uma forma de torná-lo um pouco mais tratável é notar que ele é gerado
por apenas duas tranformações (uma eĺıtpica e uma parabólica), a saber: tJ, T1u

Exemplo 7.5. (grupos de Schottky) Vamos ver agora um subgrupo gerado por duas transformações
hiperbólicas. Já sabemos que toda transformação hiperbólica é conjugada a Hλ para algum λ
e que as transformações hiperbólicas fixam dois pontos, sendo que as homotetias fixam 0,8. Se
Upzq “ z`1

z´1
for a transformação que leva ´1 em 0 e 1 em 8 e se U´1 “ ´ z`1

z´1
for sua inversa, então

U´1H9U será a transformação hiperbólica B “ 5z`4
4z`5

que fixa ´1 e ´1. Como será o grupo gerado
por elas? Acontece que é posśıvel mostrar que o grupo gerado por elas é isomorfo ao grupo livre
gerado por dois elementos a, b. Este fato decorre de um resultado conhecido como “lema do pingue-
pongue”e usa uma propriedade comum a vários grupos gerados por transformações hiperbólicas,
que será explicado a seguir. Considere os ćırculos (euclidianos) S1 e S2, ambos centrados na origem
e de raios 1 e λ, respectivamente. (suponha por um instante que λ ą 1). O segundo ćırculo pode
ser pensado como um ćırculo centrado no infinito. Então a transformação Hλ leva o exterior de
S1 no interior de S2. Se S3 “ U´1pS1q e S4 “ U´1pS2q, então B leva o exterior de S1 no interior
de S2. Essa propriedade de jogar uma região para dentro da hora é o que motivo o nome do lema
(pingue-pongue). Este tipo de grupo pode ser generalizado e é conhecido como grupos de Schottky.
Mais explicitamente,

Exerćıcio 7.2. Prove que os ćırculos de interesse no exemplo anterior são disjuntos dois a dois.

7.3 Conjunto Limite

Definição 7.5. Seja Γ um grupo fuchsiano agindo em B. Dizemos que y P B é um ponto limite de
Γ quando existe um ponto x P B e uma sequência pγnq de elementos de Γ tais que lim dpy, γnxq “ 0,
onde neste caso d é a restrição da métrica euclidiana para B. O conjunto limite do ponto x, ΛxpΓq
é definido como o conjunto de todos os pontos limites de x. O conjunto limite ΛpΓq é definido
como o conjunto dos pontos limites para um x qualquer de B.

Como grupos fuchsianos agem descontinuamente, está claro que:

Proposição 7.6. ΛpΓq Ă BB �



Proposição 7.7. Seja Γ um grupo fuchsiano. Então ΛxpΓq “ ΛypΓq, quaisquer que sejam x, y P B.
Segue que ΛpΓq “ ΛxpΓq, para todo x P B. �

Proposição 7.8. Seja Γ um grupo fuchsiano. ΛpΓq é um conjunto fechado e invariante pela ação
de qualquer elemento de Γ �

7.4 Espaço Métricos Quocientes

Começaremos com um espaço métrico e queremos definir um segundo espaço após quocientar o
primeiro.

Um modo natural de definir a métrica no espaço quociente é a seguinte:

inf

#

n
ÿ

i“1

dpPi, Qiq

+

onde rQi´1s “ rPis.

Este é o ı́nfimo da soma das distâncias de uma sequência finita de pontos, intercalados com
saltos dentro de uma mesma classe de equivalência. É fácil ver que a distância entre dois pontos
do espaço quociente sempre será menor que a distância entre dois pontos quaisquer representantes
destas classes no espaço original.

Na verdade, esta função nem sempre sempre uma métrica. Pode ser o caso, por exemplo, de
haver uma sequência de pontos convergindo para P tal que, em cada classe de equivalência deles,
há um ponto próximo de Q, de tal forma que eles convirjam para Q também. Isto faz com que
a “distância”entre P e Q no espaço quociente seja zero. Apesar disto, a função será sempre uma
semi-métrica. Quando a função é uma métrica, diremos que o espaço quociente é próprio.

Há duas situações de interesse ao tratarmos de espaços métricos quocientes. Uma delas é
quando queremos “colar”lados de um poĺıgono e a segunda é quando o quociente é dado pela ação
de um grupo de isometrias. Em vista disso, a próxima seção comenta um pouco sobre poĺıgonos.
Eventualmente as duas aplicações irão se cruzar.

No caso espećıfico em que o quociente é dado pela ação de um grupo de isometria (ou seja, as
classes de equivalência sendo as órbitas de cada elemento do grupo, cf 1.16.1), há uma definição
de distância equivalente a esta que acabamos de definir:

dprP s, rQsq “ inftdpP,Qq, P P rP s, Q P rQsu “ inftdpP,Qq, Q P rQsu

E além disso, há uma garantia de que a função seja de fato uma métrica desde que a ação seja
descont́ınua (do tipo 2, por exemplo). A igualdade acima é expressão do fato de estarmos tratando
de um grupo.



7.5 Regiões Fundamentais

Uma região fundamental pode ser entendida como um conjunto que possui um, e exatamente um,
representante de cada classe de equivalência dada pela órbita de uma ação.

Apesar da ideia ser simples, novamente há bastante divergência entre os autores quanto à
definição formal devido a algumas tecnicalidades. Uma das principais reside na questão do conjunto
conter ou não as fronteiras, ou uma parte delas. Caso não contiver (e portanto o conjunto for
aberto), iremos exigir que γ1pRqXγ2pRq “ Ø e que a união dos fechos :

Ť

γR cubra todo o espaço.
Caso contiver (e portanto o conjunto for fechado), iremos requerer que os próprios conjuntos
cubram o espaço inteiro e que apenas os interiores deles não se justaponham.

Outra tecnicalidade é quanto a questão do conjunto ser conexo ou não. Em caso afirmativo,
chamaremos de domı́nio fundamental.

Por fim, muitos autores ainda exigem que uma região fundamental seja um poĺıgono. Neste
caso, a chamaremos de poĺıgono fundamental. Na verdade, uma região fundamental será um
poĺıgono em praticamente todos os casos de interesse. Para tanto, convém falarmos mais sobre
o que entendemos por poĺıgono. Novamente, a questão de incluir ou não a fronteira persiste (na
verdade, alguns lugares tratam um poĺıgono até mesmo como sendo apenas a fronteira. Pelo fato
de ser inadequada aos nosso propósitos, não a iremos considerar). Uma maneira simples seria
definir como uma intersecção de um número finito de semiplanos. Entretanto, esta definição não é
muito útil para provar os resultados da nossa teoria. No lugar disso, podemos dar como exemplo
a seguinte definição, que utiliza a convenção de um poĺıgono incluir a borda.

Definição 7.6. Um poĺıgono é uma região X Ă R2 tal que:

a) X é fechado

b) BX “
Ť

1ďiďnEi

Sendo que cada Ei é ou um segmento de reta (geodésica, no caso hiperbólico), ou uma reta ou
uma semirreta. E satisfaz as seguintes propriedades:

i. Cada Ei é fechado

ii. Só se intersectam nas extremidades

iii. Apenas dois elementos de pEiq podem se intersectar num dado ponto.

Cada Ei é chamado de aresta e o ponto onde dois deles se encontram é chamado de vértice. ♣

Note que, para nós, um poĺıgono pode ser ilimitado. Será útil lembrar que um conjunto é
fechado se, e somente se, possui todos seus pontos de fronteira. Além disso, um conjunto é aberto
se, e somente se, é disjunto de todos os seus pontos de fronteira.



Se precisar, dotaremos os poĺıgonos de uma métrica definida como o ı́nfimo dos comprimentos
de curvas de classe C8 por partes contidas no poĺıgono, à semelhança do que fizemos em grande
parte do caṕıtulo anterior. Caso o poĺıgono for conexo, é fácil ver que esta métrica coincidirá com
a restrição da métrica euclidiana ao poĺıgono.

Da posse da definição de um poĺıgono, podemos dizer, simplesmente, que um poĺıgono fun-
damental é aquele que ladrilha o plano conforme varremos o grupo de isometrias. Vemos que
este conceito de ladrilhamento casa bem com a nossa proposta de regiões fundamentais. O nome
técnico para isto é tesselação, da qual forneceremos um exemplo rigoroso de definição, novamente
usando a convenção que nossos poĺıgonos contêm a fronteira.

Definição 7.7. Uma tesselação num plano hiperbólico X é uma famı́lia pXnq tal que:

1. Cada Xn é um poĺıgono conexo

2. Cada par Xn, Xm é isométrico

3.
Ť

Xn “ X

4. A intersecção de dois elementos são apenas arestas ou vértices, que o devem ser de ambos.

5. pXnq é localmente finito.

♣

Em vez de exigir que a intersecção da imagem da região fundamental por duas isometrias
diferentes seja vazia, podemos simplesmente exigir que não haja dois pontos da mesma órbita (ou
como é comumente dito, Γ´equivalentes ou Γ´congruentes) na região fundamental:

Proposição 7.9. Se não existem pontos x, y P R, R região fundamental para Γ, tais que y P Γx,
então não existem γ1, γ2 P Γ tais que γ1R X γ2R ‰ {Ou

Demonstração. Provaremos a contra-positiva. Suponha que hajam isometrias γ1, γ2 tais que γ1RX
γ2R ‰ {Ou. Então existe p P γ1RXγ2R, donde existem pontos em R, digamos, x, y tais que γ1x “ p
e γ2y “ p. Entretanto, teremos y “ γ´1

2 p “ γ´1
2 γxy, donde y P Γx. �

Temos o seguinte teorema:

Proposição 7.10. Se um grupo de isometrias Γ admite uma região fundamental, então Γ age
descontinuamente (do tipo 2). �

Somos deixados então com o problema de verificarmos a rećıproca da proposição acima. Isto
é, uma vez que nos é dado um grupo de isometrias que age descontinuamente, existe uma região
fundamental para ele? Em caso afirmativo, qual seria ela? Existe uma maneira de construir regiões
fundamentais, através de um conceito conhecido como domı́nio de Dirichlet. Esta ferramenta irá
nos fornecer a rećıproca da proposição 7.10, desde que permitamos poĺıgonos com um número
infinito de lados (mas localmente finitos).



Definição 7.8. Seja Γ um grupo de isometrias que age descontinuamente no espaço X. O domı́nio
de Dirichlet para Γ, centrado em P , é o conjunto:

∆ΓpP q “ tQ P X; dpQ,P q ď dpQ, γpP qq, γ P Γu

Teorema 7.11. Seja Γ um grupo de isometrias que age descontinuamente no plano hiperbólico.
Então, para todo ponto P P X, o domı́nio de Dirichlet ∆ΓpP q é um poĺıgono localmente finito que
forma uma tesselação do plano. Além disso, se P não é fixado por nenhum elemento de Γ com
exceção da identidade, então ∆ΓpP q é um poĺıgono fundamental para Γ

A prova deste teorema é extensa e pode ser encontrada em [Bon09].

7.6 Funções Automorfas

Um dos grandes objetivos da teoria é o estudo das funções que coincidem em cada órbita, isto é,
das funções f tais que fpgzq “ fpzq para todo g P G. Uma função que satisfaz esta propriedade
(com hipóteses adicionais de regularidade) é dita uma função automorfa. É claro que pod́ıamos
tomar qualquer espaço e qualquer grupo, mas no nosso caso tomaremos algum modelo do espaço
hiperbólico e algum subgrupo de isometrias que preservam orientação. Também é óbvio que as
funções constantes satisfazem nosso critérios, mas são exemplos bobos que não acrescentam em
nada, “função automorfa”, a partir de agora, será um nome reservado para funções não constantes.

Também é óbvio que podemos construir alguma função aleatória que seja constante em cada
órbita, mas a situação muda completamente de figura se impormos, por exemplo, que a função
seja anaĺıtica: a simples questão da existência de tal função passa a ser agressivamente não-trivial.
Note que a hipótese do grupo em questão agir descontinuamente faz toda a diferença aqui: é um
teorema bem conhecido que toda função anaĺıtica que coincide num conjunto que possui ponto de
acumulação é constante. Eis um primeiro exemplo concreto do motivo de nos preocuparmos tanto
com a descontinidade das ações.

Há duas formas principais de atacar este problema. Uma delas é a de tratar XzG em vez de
X. Qualquer função definida no primeiro será automaticamente automorfa. Esta abordagem se
relaciona mais com a teoria das superf́ıcies de Riemann. A segunda abordagem utiliza o método
das séries de Poincaré e será melhor descrita a seguir.

7.6.1 Séries de Poincaré

Queremos uma função que seja invariante sob certo grupo. Para tanto, usaremos o fato que multi-
plicar todos os elementos de um grupo por um elemento recupera todos os elementos originais. As-
sim, um palpite esperto seria definir nossa função como um somatório do tipo F pzq “

ř

γPΓ Hpγzq,
de forma que F pγizq “

ř

γPΓHpγiγzq. A segunda série é apenas um rearranjo da série original, e
obtemos a tão desejada condição F pγizq “ F pzq. Se o subgrupo de interesse for finito, acabamos!
Entretanto, a maioria dos subgrupos de interesse são infinitos e isso levanta uma séria questão:



a convergência da série. É claro que se a função H tiver pólos, a convergência vai estar severa-
mente comprometida, então vamos supor inicialmente que estamos considerando a convergência
numa região onde H não tem pólos. Mesmo assim, em geral, precisamos acrescentar um fator
multiplicativo na série que dê conta de fazê-la convergir. Se estivermos trabalhando no semiplano
superior, uma ideia que acaba se mostrando frut́ıfera é acrescentar o termo |cz ` d|´k para algum
k onde c e d são os coeficientes das isometrias em questão. Em outras palavras, se nosso grupo for
Γ “ pγiq

8
i“1. A série de Poincaré é definida como:

8
ÿ

i“1

pciz ` diq
´kHpγizq

É posśıvel mostrar que a convergência uniforme desta série em compactos está atrelada à
convergência da série apenas com os pré-fatores, já qe em geral pode-se majorar |Hpzq| por uma
constante. A questão da convergência da série de Poincaré recai então no problema de convergência
da seguinte série:

8
ÿ

i“1

|ciz ` di|
´k

Por outro lado, é posśıvel reduzir novamente o problema de convergência uniforme desta série
em compactos para a convergência da sequência:

8
ÿ

i“1

|ci|
´k

De qualquer forma, suponha que a série de Poincaré convirja para algum k. O resultado
será uma função automorfa? Acontece que o acréscimo do pré-fator estraga a propriedade de ser
automorfa, e passamos a ter:

F pγzq “ pcz ` dqkF pzq

Isto é razoavelmente bom, no entanto, já que o quociente de duas séries desse tipo nos dará a
tão desejada função automorfa.

Podemos notar que o fator que acrescentamos para auxiliar na convergência da série tem uma
ı́ntima relação com a derivada de γ. De fato, podemos escrever:

ÿ

γPΓ

|γ1pzq|´sHpγzq

Onde k “ 2s



Naturalmente, é posśıvel construir séries com diversas funções diferentes cujo expoente de
convergência seja igual. Iremos explorar as principais. Antes, um breve interlúdio sobre expoentes
de convergência.

Considere, mais geralmente, a seguinte série:

8
ÿ

n“1

a´sn

Onde panq é uma sequência qualquer e defina:

δ “ inf

#

s P R;
8
ÿ

n“1

a´sn ă `8

+

No caso desse conjunto for não-vazio e limitado inferiormente.

ÿ

γPΓ



Caṕıtulo 8

Teoria de Patterson-Sullivan e Medidas
Conforme

Neste caṕıtulo iremos construir a medida de Patterson [Pat76] que serviu de inspiração para
construções semelhantes em diversas áreas da matemática.

Começaremos com um breve resumo. Em primeiro lugar, definiremos uma série que deve di-
vergir e, para tanto, provaremos um lema que garante que isso ocorra sempre, com uma ligeira
modificação da série original. Usando esta série como peso para medidas de Dirac, construiremos
uma famı́lia de medidas com o intuito de extrair uma subsequência convergente desta famı́lia, cujo
limite será a medida que procuramos. Esta medida, estará concentrada na borda do disco. Por
isso, devemos considerar agora todo o disco. É posśıvel demonstrar que não tem como estender
a distância hiperbólica para a fronteira. Assim, quando tivermos tratando do disco fechado, tra-
taremos apenas como espaço topológico, e não métrico, com a topologia induzida por R2, e que
empata com a topologia advinda da métrica hiperbólica dentro do disco.

A série, por sua vez, depende de uma função auxiliar. No artigo original do Patterson, esta
função é definida como:

hpz, wq “
|1´ zw|2

p1´ |z|2qp1´ |w|2q

Esta função pode ser relacionada com a distância no disco de Poincaré da seguinte forma:

hpz, wq “ cosh2

ˆ

1

2
dpz, wq

˙

Que pode ser obtido mediante 6.24. Noto então que a função h é proporcional a distância (no
sentido que a função cosseno hiperbólico é crescente), mas hpz, zq “ 1.

Entretanto, diversos outros lugares [Bor07, DS12] [outros] usam, como função auxiliar:
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gpz, wq “ exppdpz, wqq

As propriedades são semelhantes, exponencial é crescente e quando os pontos são iguais temos
1.

A função, em si, não é tão importante. O que realmente importa é o seu expoente de con-
vergência:

Definição 8.1. O expoente de convergência de uma série
ř

a´sn é definido como δ :“ infts ě
0;
ř

a´sn ă 8u. Em especial, para um grupo fuchsiano Γ, o expoente de convergência da função g
é definido como o expoente de convergência da série cujos termos são gpz, γwq, γ P Γ (lembre-se
de que são enumeráveis). Neste caso, indicaremos o expoente como δpΓq. ♣

Por definição temos que, para s ă δ, a série diverge e para s ą δ a série converge. Para s “ δ,
a série pode convergir ou divergir. Entretanto, será importante que a série sempre divirja para
s “ δ, o que nos motiva a enunciar o seguinte lema:

Lema 8.1. Seja δ ą 0 o expoente de convergência de uma série
ř

a´sn . Então existe uma função
k positiva e crescente tal que a série

ÿ

n

kpanqa
´s
n

continua tendo expoente de convergência δ e diverge para s “ δ. Além disso, para todo ε ą 0
vai existir y0 tal que, se y ą y0 e x ą 1, então kpxyq ď xεkpyq.

�

Demonstração. Como a série converge para algum valor de s, temos necessariamente que 1
asn
Ñ 0,

o que implica que an Ñ 8. Isso garante que possamos reescrever a sequência como uma sequência
crescente, suposição a qual faremos a partir de agora. Tome εn “ 1{n. Vamos definir uma sequência
Xn tal queXn Ñ 8 e k será constrúıda por indução nos intervalos rXn, Xn`1s. Começaremos pondo
X1 “ 1 e kpxq “ 1 para x P r0, 1s.

Para o passo indutivo, suponha que k está definida em r0, Xns. Escolheremos Xn`1 de forma
que:

ÿ

XnăapďXn`1

a´pδ´εnqp ě
Xεn
n

kpXnq
(8.1)

Tal Xn`1 existe pois a série em questão diverge. De fato, como εn ą 0, δ ´ ε0 ă δ, que é um
expoente tal que a série diverge. Para x P rXn, Xn`1s, defina:

kpxq “ kpXnq

ˆ

x

Xn

˙εn



Temos enfim nossa função constrúıda, bastando verificar que ela satisfaz todas as propriedades
requeridas. Em primeiro lugar, é evidente que se trata de uma função positiva. Também vale
frisar que a função é cont́ınua, uma vez que a função se emenda nos extremos de cada intervalo da
definição, como é fácil ver. Usando o fato que ela se emenda e que a função é crescente em cada
intervalo, que vem direta da definição, temos também que a função é crescente.

Verificaremos agora que para s “ δ a série diverge. Note que:

ÿ

kpapqa
´δ
p “

ÿ

n

ÿ

XnăapďXn`1

kpapqa
´δ
p

Por definição da função k:

ÿ

kpapqa
´δ
p “

ÿ

n

ÿ

XnăapďXn`1

kpXnq

ˆ

ap
Xn

˙εn

a´δp

“
ÿ

n

kpXnq

Xεn
n

ÿ

XnăapďXn`1

a´pδ´εnqp

Por (8.1), temos que finalmente:

ÿ

kpapqa
´δ
p ě

ÿ

n

1 “ 8

A fim de verificar a próxima propriedade, vamos estudar log kpxq. Note que, para x P rXn, Xn`1s,
log kpxq “ log an ` εnu, onde u “ log x e

an “ log
kpXnq

Xεn
n

De modo que log kpxq é uma função cont́ınua e afim por partes com relação a variável u.

Agora, dado ε ą 0, tome n tal que ε ą εn. Como pεnq é decrescente, temos que o coeficiente
angular de cada componente de log kpxq, para x ě Xn, é menor de εn. Assim, dados p1, p2 ą Xn e
y1 “ log p1, y2 “ log p2, temos:

log kpp1q ´ log kpp2q

y1 ´ y2

ă εn ă ε

Onde supomos, sem perda de generalidade, que p1 ą p2. Redefinindo y “ p2 e x “ p1{p2,
temos:



log kpxyq ´ log kpyq

logpxyq ´ logpyq
ă ε

Note que o denominador é logpxyq ´ logpyq “ logpxq, donde:

log kpxyq ´ log kpyq ă ε logpxq

Exponenciando temos kpxyq{kpyq ă xε e, por fim, kpxyq ă xεkpyq, com y0 “ Xn e x ą 1, que é
o que queŕıamos.

Por fim, queremos provar que δ ainda continua sendo o expoente de convergência da nova série.
Como já vimos que s “ δ faz com que a série divirja, é óbvio que para s ă δ, a série continuará
divergindo. Assim, basta provarmos que para s ą δ a série converge.

De fato, se s ą δ, existe ε ą 0 tal que δ ` ε ă s. Dado este ε, pelo que acabamos de provar,
existe um y0 tal que, para y ą y0, ap ą 1, kpap.yq ă aεpkpyq. Tomando y ą 1, ap ă ap.y e, pelo fato
de k ser crescente, temos kpapq ă kpap.yq ă aεpkpyq. Resumidamente, dado ε ą 0, existe y ą 1 tal
que kpapq ă aεpkpyq, para todo ap ą 1.

Assim, as duas séries abaixo convergem e divergem juntas:

ÿ

kpapqa
´s
p

ÿ

aεpa
´s
p “

ÿ

a´ps´εqp

Como δ ` ε ă s, s´ ε ą δ, donde a segunda série acima converge e, portanto, a primeira. Isto
completa a prova do lema.

�

Dito isto, definimos a função:

Mpsq “
ÿ

γPΓ

kpgpα, γpβqqqgpα, γpβqq´s

Que corresponde ao valor da série em função do expoente.

Agora já estamos em condições de definir uma famı́lia de medidas, indexada pelo expoente:

µs “Mpsq´1
ÿ

γPΓ

kpgpα, γpβqqqgpα, γpβqq´sδγpβq



Onde δx é a medida de Dirac em x. Note que cada medida é de probabilidade.

Por fim, toma-se uma sequência dentro desta famı́lia de maneira que sj Ñ δ.

É um resultado bem conhecido que o espaço das medidas definidas num conjunto compacto (no
caso, o fecho do disco de Poincaré) é compacto, de maneira que podemos extrair uma subsequência
convergente. Os detalhes disto serão feitos na próxima seção.

A medida obtida como limite desta subsequência é a medida que procuramos. Resta, entretanto
uma dúvida. Esta medida é única? Isto é, qualquer que seja a subsequência convergente, a medida
limite será a mesma? A resposta é: não necessariamente, mas acontece para muitos grupos.
Provaremos agora que esta medida está concentrada no conjunto limite:

Teorema 8.2. Seja Γ um grupo fuchsiano e µ uma medida associada a Γ conforme constrúıda
acima. Então vale que µpBzΛpΓqq “ 0 �

Demonstração. Seja β P B o ponto cuja órbita Γβ dá origem a medida. Seja Γβ :“ Γβ Y ΛpΓq.
Provarei primeiro que A :“ BzΓβ tem medida nula. Note, primeiramente, que Γz é fechado, pois
é a união de um conjunto com seus pontos limites. Então A é aberto. Sabendo disto, podemos
utilizar o lema 8.3, que nos diz que µpAq ď lim inf µsnpAq. Note, entretanto, que µspAq “ 0 para
todo s, pois A não possui nenhum ponto da órbita Γβ, por definição. E conclúımos facilmente que
µpAq “ 0.

Agora, como a órbita é discreta, para cada γβ, tome uma bola aberta de centro em γβ e raio de
forma a não se intersectar com nenhum outro ponto da órbita. Definimos B como a união de todas
essas bolas. Trivialmente, B é aberto. Como Γβ é enumerável (escólio de 7.4, por exemplo). Para
provar que µpBq “ 0, basta provar que µp∆γq “ 0, onde ∆ é uma tal bola arbitrária. Apelamos
novamente para o lema 8.3. Temos µp∆γq ď lim inf µsnp∆γq. Agora, direto da definição das
medida, temos:

µsnp∆γq “
1

Mpsq
#Gγpβqkpgpα, γpβqqqgpα, γpβqq

´sn

Quando sn Ñ δ, o numerador tende a uma constante. Basta então provar que Mpsq Ñ 8.
Finalmente chegou o momento de vermos a importância do lema 8.1. O fato da medida estar
suportada no conjunto limite é completamente dependente do fato da série divergir.

Um modo de ver que temos de fato Mpsq Ñ 8 é utilizando a teoria das séries de Dirichlet da
forma:

Mpsq “
8
ÿ

n“1

ane
´λnz

Onde an “ kpgpα, γnpβqqq (lembre que Γ é enumerável) e λn “ dpα, γpβqq. Seguirá que Mpsq é
anaĺıtica (veja [Tit39]), portanto cont́ınua.

Com isso, é fácil ver que BzΛpΓq “ AYB e dáı µpBzΛpΓqq ď µpAq ` µpBq “ 0. �



8.1 Convergência fraca de medidas

Esta seção é dedicada a uma investigação um pouco mais cuidadosa sobre o assunto de convergência
de medidas que foi usado para construir a medida na seção anterior. O primeiro ponto relevante é
estabelecer qual é o sentido de convergência. O sentido é o de convergência fraca que, ingenuamente,
podemos definir da seguinte forma:

Definição 8.2. Seja pX, d,Bq um espaço métrico munido da σ´álgebra de Borel. Uma sequência
de medidas µs converge fracamente para µ quando:

lim
sÑ8

ż

fdµs “

ż

fdµ

Para toda função f : X Ñ R cont́ınua. ♣

Temos o seguinte lema:

Lema 8.3. Seja pX,Bq um espaço métrico munida da σ´álgebra de Borel. Seja também pµnq
uma sequência de medidas. Se pµnq converge fracamente para µ, então: lim supµipCq ď µpCq e
lim inf µipUq ě µpUq, para todo fechado C e todo aberto U

Um resultado importante é que é posśıvel definir uma métrica no espaço das medidas de pro-
babilidades de forma consistente com esta ideia de convergência. Antes, precisamos de um lema.

Lema 8.4. Seja K compacto. Então, CpKq é separável. �

Teorema 8.5. Seja pK,Bq um espaço métrico compacto munido da σ´álgebra de Borel e seja
M1pKq o conjunto de todas as medidas de probabilidade definidas em pK,Bq. Como K é compacto,
CpKq é separável e portanto há um conjunto de funções tfnun densas em CpKq. Tomando tal
conjunto, a função d : M1pKq ˆM1pKq Ñ r0,`8q definida por:

dpµ, νq “
`8
ÿ

n“1

1

2n||fn||8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fndµ´

ż

fndν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

É uma métrica em M1pKq e µn converge fracamente para µ se, e somente se, lim dpµn, µq “ 0
�

A topologia induzida em M1pKq pela métrica acima é chamada de topologia fraca-*. Quando
um conjunto é compacto em relação a esta topologia, dizemos que ele é fracamente compacto.

Antes de partirmos para os resultados principais, devemos enunciar um teorema bastante im-
portante e famoso:

Teorema 8.6. (Teorema de Riesz-Markov) Seja X um espaço Hausdorff localmente compacto e
seja L um funcional linear positivo no espaço das funções cont́ınuas de suporte compacto. Então
existe e é única uma medida de Borel regular µ em X tal que:



Lpfq “

ż

fdµ

Para toda função f do domı́nio de L �

Lembro que um funcional é positivo quando f ě 0 ùñ Lpfq ě 0. Além disso:

Definição 8.3. Seja pX,Aq um espaço mensurável. Uma medida µ em X é dita regular se:

1. µpKq ă“ 8 para todo compacto K Ă X

2. Para todo A P A: µpAq “ inftµpUq : A Ă U,U abertou

3. Para todo aberto U Ă X: µpUq “ suptµpKq : K Ă U,K compactou ♣

A prova para o teorema 8.6 pode ser encontrada em [Nor16]. E por fim:

Teorema 8.7. Se K é compacto, então M1pKq é fracamente compacto. �

Demonstração. Provaremos que M1pKq é sequencialmente compacto, isto é, que toda sequência de
medidas de probabilidade tem alguma subsequência que converge fracamente. Usaremos a notação
µpfq :“

ş

fdµ por comodidade (e porque medidas se relacionam com funcionais lineares de CpXq).

Seja tfnu um subconjunto denso de CpKq. Considere a sequência µnpf1q. Como as medidas
são de probabilidade, temos que |µnpf1q| ď ||f1||8, e portanto os números µnpf1q são limitados.
Bolzano-Weierstrass nos diz então que há uma subsequência µ1,npfq convergente. Agora, aplicamos
esta sequência para a próxima função: µ1,npf2q que, pelos mesmos motivos possui uma subsequência
convergente µ2,n.

Assim, para cada i, obtemos uma sequência µi,n tal que µi,npfjq é convergente para j ď i e tal
que tµi,nun Ă tµi´1,nun. Agora, tomaremos a sequência de medidas µn,n. Pelo que acabamos de
dizer, pµn,nq é subsequência de µi,n para n ě i, e dáı µn,npfiq converge para todo i.

Usaremos a densidade de tfnu para provar que µn,npfq converge para toda f P CpKq. Antes,
note que ||f ´ fi||`8 ă ε ùñ |νpfq ´ νpfiq| ă ε, para toda ν PM1pKq. Com efeito:

|νpfq ´ νpfiq| “ |νpf ´ fiq| ď νp|f ´ fi|q ď νp||f ´ fi||`8q ď νpεq “ ενpKq “ ε

Dado um ε ą 0 arbitrário, tome fi tal que ||f ´ fi||8 ă ε, que existe pela densidade das
funções pfnq. Como pµn,npfiqq converge, existe N tal que n,m ą N ùñ |µn,npfiq ´ µm,mpfiq| ă ε.
Tomando tal N temos que, para n,m ą N :

|µn,npfq ´ µm,mpfq| ď |µn,npfq ´ µn,npfiq| ` |µn,npfiq ´ µm,mpfiq| ` |µm,mpfiq ´ µm,mpfq|



O primeiro e o último termo são menores que ε pela desigualdade que acabamos de mostrar,
enquanto o do meio é menor que ε pela convergência de pµn,npfiqq. Assim, mostramos que, para
todo ε ą 0, existe N tal que n,m ą N ùñ |µn,npfq ´ µm,mpfq| ă 3ε, donde pµn,npfqq converge,
com f P CpKq arbitrária.

Com esta convergência em mãos, definimos µpfq :“ limµn,npfq. Usando o teorema da re-
presentação de Riesz, provaremos que µpfq de fato se trata de uma medida. Assim, uma vez
que checarmos as hipóteses do teorema teremos encontrado uma subsequência pµn,nq de µn que
converge fracamente para uma medida µ, isto é, limµn,npfq “ µpfq, para toda f P CpKq.

Em primeiro lugar, como estamos em um espaço métrico compacto, então ele é localmente
compacto e Hausdorff. Além do mais, µpλf ` gq “ limµn,npλf ` gq “ limpλµn,npfq ` µn,npgqq “
λ limµn,npfq` limµn,npgq “ λµpfq`µpgq, donde µ é um funcional linear. Mais que isso, se f ě 0,
então µn,npfq ě 0, para todo n, donde µpfq ě 0 e portanto µ é um funcional linear positivo. Por
fim, µp1q “ limµn,np1q “ lim 1 “ 1, donde µ é de fato uma medida de probabilidade.

�



Apêndice A

Resumo Histórico

Muitos conceitos apresentados neste texto surgiram a partir do estudo das funções eĺıticas e mo-
dulares. Portanto, daremos uma breve introdução histórica acerca destas.

Integrais eĺıpticas são uma classe de funções que são escritas em termos de certas integrais.
Estas funções possuem este nome pois, historicamente, o estudo de algumas delas se originou na
tentativa de calcular o comprimento de arco de uma elipse por volta de 1650 com John Wallis e
Isaac Newton. Estas funções aparecem em outros problemas importantes, como por exemplo na
determinação do peŕıodo do pêndulo simples, no comprimento de curvas como a lemniscata e na
média aritmétia-geométrica. Euler e principalmente Legendre dedicaram bastante estudando estas
funções. Modernamente, uma integral eĺıtpica é qualquer função do tipo:

fpxq “

ż x

0

R
´

t,
a

P ptq
¯

dt

Onde R é uma função racional e P é um polinômio de grau 3 ou 4. Há dois conjuntos impor-
tantes de integrais para os quais qualquer integral eĺıptica pode ser reduzida. O primeiro, mais
clássico, é conhecido como formas de Legendre. São três tipos:

F pφ, kq “

ż φ

0

dθ
a

1´ k2 sin2pθq

Epφ, kq “

ż φ

0

b

1´ k2 sin2pθqdθ

Πpφ, n, kq “

ż φ

0

dθ

p1´ n2 sin2pθqq
a

1´ k2 sin2pθq

Conhecidas como integrais eĺıpticas incompletas de primeiro, segundo e terceiro tipo. As respec-
tivas integrais eĺıpticas completas apenas diferem por substitúırem φ por π{2. O segundo conjunto
é conhecido como forma simétrica de Carlson, e são:
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RF px, y, zq “
1

2

ż 8

0

dt
a

pt` xqpt` yqpt` zq

RJpx, y, z, pq “
1

2

ż 8

0

dt

pt` pq
a

pt` xqpt` yqpt` zq

O último conjunto de formas é bastante usado para calcular numericamente seus valores.

Funções eĺıpticas são, historicamente, associadas com funções inversas das integrais eĺıpticas.
Estas também possuem duas formas canônicas: de Jacobi e de Weierstrass. Considere, por exem-
plo, a integral eĺıptica de primeiro tipo. Por uma simples mudança de variável, podemos escrevê-la
como:

F px, kq “

ż x

0

dt
a

p1´ t2qp1´ k2t2q

Defina a função sn de forma que snpy, kq é um número x tal que y “ F px, kq. Esta é uma das
funções eĺıpticas de Jacobi. Se, por outro lado, estendermos o integrando para o plano complexo,
a integral deverá ser realizada sobre um caminho e, mais que isso, seu valor irá depender do
caminho! Isso significa que as integrais eĺıpticas se tornarão funções multivaloradas e portanto
as funções eĺıpticas serão periódicas. Isso tem a ver com o fato que a superf́ıcie de Riemann do
integrando é um toro. O caminho de integração será uma combinação linear dos dois “caminhos
fundamentais”do toro e áı as funções eĺıpticas serão duplamente periódicas nos complexos, isto é,
fpx`mω1`nω2q “ fpxq para n,m inteiros e ω1, ω2 complexos — chamados de peŕıodos. Este fato
inspira a definição moderna de função eĺıptica: uma função eĺıptica é uma função que é duplamente
periódica nos complexos.

Para fixar as ideia, irei mostrar uma profunda analogia com uma situação mais familiar. Con-
sidere a seguinte função integral:

fpxq “

ż x

0

1
?

1´ t2
dt

Se estendida para os complexos, ela também será multivalorada. Sua inversa é bem conhecida e
é o seno, que é simplesmente periódica. Isso pode ser vista uma vez que, pelo teorema fundamental
do cálculo, f 1pxq “ 1{

?
1´ x2, que é precisamente a derivada da função arco-seno.

A dupla periodicidade das funções eĺıpticas pode também ser observada na forma de Weiers-
trass, que é dada por:

℘pz|ω1, ω2q “
1

z2
`

ÿ

mω1`nω2‰0

ˆ

1

pz `mω1 ` nω2q
2
´

1

pmω1 ` nω2q
2

˙

.



Onde τ “ ω1{ω2 R R. Esta função é usualmente estudado quanto a sua dependência em relação
a z, chamada de teoria das funções eĺıpticas. O estudo quanto a dependência em ω1 e ω2 é chamado
de teoria das funções eĺıpticas modulares.

A função ℘ é duplamente periódica caso convirja. O conjunto Ω “ tmω1 ` nω2;m,n P Zu é
chamado de reticulado. Estaremos interessados em achar outros dois números complexos α1, α2

tais que seu reticulado coincida com Ω. É posśıvel mostrar que isto vale se, e somente se:

ˆ

α1

α2

˙

“

ˆ

a b
c d

˙ˆ

ω1

ω2

˙

com ad ´ bc “ ˘1. Considerando α1{α2 ą 0 e ω1{ω2 ą 0, temos que ad ´ bc “ 1. Denotando
uma tal matriz por V temos:

τ 1 “
α1

α2

“
aω1 ` bω2

cω1 ` dω2

“
aτ ` b

cτ ` d
“ V τ

O conjunto das transformações aτ`b
cτ`d

forma um grupo, desde que identifiquemos M e ´M
(formando classes de equivalência), cujo nome é grupo modular e denotado por PSLp2,Zq.

Estudaremos agora algumas funções relacionadas à função eĺıptica de Weierstrass e que são
invariantes quanto a mudança de base, só dependem do reticulado em si. Para tanto, notaremos
o fato que:

℘12pzq “ 4℘3
pzq ´ g2℘pzq ´ g3

Onde:

g2pω1, ω2q “ 60
ÿ

pmω1 ` nω2q
´4

g2pω1, ω2q “ 140
ÿ

pmω1 ` nω2q
´6

São funções conhecidas como invariantes da função eĺıptica de Weierstrass e é fácil ver que
são invariantes quanto a base do reticulado. Estas funções também se relacionam com a série de
Laurent em torno da origem da seguinte forma:

℘pzq “ z´2
`

1

20
g2z

2
`

1

28
g3z

4
`Opz6

q

Definindo g2pτq :“ g2pτ, 1q, temos g2pτq “ ω4
2g2pω1, ω2q, donde:

g2pτ
1
q “ pcτ ` dq4g2

pτq



Uma função que satisfaz a igualdade:

fpV zq “ pcz ` dqkfpzq

É chamada de forma modular de dimensão k (uma condição imposta sobre o crescimento da
função pode ser requerido). Assim, vimos que g2 é uma forma modular de dimensão ´4. É posśıvel
ver, de forma análoga, que g3 é uma forma modular de dimensão ´6. As séries de g2 e g3 (sem
considerar os coeficientes 60 e 140) são casos particulares das chamadas séries de Eisenstein.

Procuraremos agora formar uma forma modular de dimensão 0 (ou simplesmente forma mo-
dular). É fácil ver que a divisão de formas de mesma dimensão dá uma forma modular, por
exemplo, g3

2{g
2
3. Esta função, entretanto, tem a desvantagem de dar infinito, já que g3pzq é zero

para z “ e2πi{3. Uma sáıda é considerar a função ∆1pτq “ g3
2pτq ´ 27g2

3pτq, conhecida como
discriminante modular, que é uma forma modular de dimensão ´12 e nunca se anula e definir:

Jpzq “
g3

2pτq

∆1pτq

Esta função é chamada de função j´invariante de Klein ou invariante absoluta de Klein, que é
modular, isto é: JpV τq “ τ, @V P PSLp2,Zq. Esta função é muito importante para o estudo das
funções modulares e vale que toda função modular é uma função racional de J .

É posśıvel provar que um domı́nio fundamental para o grupo modular é o conjunto tτ “ px, yq P
C;´1{2 ď x ď 1{2, |τ | ě 1u.

Tanto a função J como o nome “função eĺıptica modular”aparecem pela primeira vez num
paper de Dedekind em 1877 e um ano depois num paper de Klein. Eles mostraram que a função
J assume qualquer valor do plano complexo num domı́nio fundamental. Assim nasce o estudo das
funções automórficas, precisamente aquelas invariantes sob o grupo modular PSLp2,Zq.

Podemos dizer que o estudo das funções automórficas mais gerais, por outro lado, surgiu a
partir do estudo da equação diferencial hipergeométrica por H. A. Schwarz, orientador de Lazarus
Fuchs, que inclusive continuou o trabalho de Schwarz e inspirou Poincaré.

A equação diferencial hipergeométrica é a seguinte equação linear de segunda ordem:

xp1´ xq
d2y

dx2
` rc´ pa` b` 1qsx

dy

dx
´ aby “ 0

Sendo que uma das suas soluções pode ser escrita como a seguinte série, conhecida como série
hipergeométrica:
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pońıvel em: http://umu.diva-portal.org/smash/get/diva2:953904/FULLTEXT01

[Pat76] Patterson, S. J.: The limit set of a Fuchsian group. Acta Math. 136 (1976), 241 - 273.

[Rat19] Ratcliffe, J.: Foundations of Hyperbolic Manifolds (Springer, New York, 2019)

[Sul79] Sullivan, D.: The density at infinity of a discrete group of Hyperbolic Motions, Publ. Math.
IHES 50 (1979), 171-202.

[Tit39] Titchmarsh, E.: The Theory of Functions (Oxford University Press, Oxford, 1939)

123


