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1 Triedro e Equacoes de Frenet

Seja v : I C R — R3, I intervalo, uma curva parametrizada regular de classe C*° (em geral, os resultados obtidos
aqui pedem condicdes mais fracas, por exemplo, classe C?).

Convém trabalharmos com curvas parametrizadas por comprimento de arco. Para tanto, devemos reparametrizar
v. Seja ty € R fixado e 0 : I — R definida por:

s=o(t)= [ [ (u)lldu (1)

to

Note que s = o(t) é o comprimento de imagem de v, de ¢y a t. Usando agora o segundo teorema fundamental do
Calculo, obtemos:

o'(t) = |lv' @)l (2)
Observe que a func¢do ¢’ : I — R néo depende da escolha de tg. ¢’(t) é usualmente chamada de velocidade escalar
e denotada por v, enquanto que +/(t) é chamada de velocidade vetorial e denotada por @. Assim, (2) apenas diz que
v =||7]].
Por defini¢do, ¢'(t) > 0, Vt € I. Como estamos supondo que 7 é regular, na verdade o’(¢) > 0, Vt € I. Isto
implica que o(t) é estritamente crescente, portanto, o : I — o[I] é invertivel. Denote a inversa por o~ ! : o[I] — I.
Daf t = 0~ 1(s). Teremos:

11
o'(t) [V @)

Considere agora a@ = yo o~!. Tal a serd uma curva cujo traco empata com o de vy, mas é parametrizada por s
(comprimento de arco). Tanto 0~ quanto o dependem da escolha de tq. Usando a regra da cadeia:

_ 2@
@Il

Veja que o/ (s) nio depende de ty. Definimos T : o[I] — R, T(s) = o/(s) o chamado vetor tangente unitdrio a ~.
Ao mudar a orientagao de o, T muda de sentido. Para demonstrar isso, considere uma curva g tal que 5(—s) = a(s),
ou seja, § é uma reparametrizagao de «, com uma mudanga de orientacao. Observe que o = oI, onde I é a fungao
definida por z = I(s) = —s. Usando a regra da cadeia:

(@) (s) = (3)

o/ (s) =7 (c7H(s)(0 ™) (s) = |l (s)l| =1 (4)

o (s) = B'(@)'(s) = o/(s) = —f'(=s) = B'(=s) =-T'(s) (5)
Como T'(s)-T(s) =1=2(T"(s)-T(s)) = 0, dai vem que T’(s) é sempre ortogonal a T'(s). Em geral, ||T'(s)|| # 1,
dai definimos k(s) = [|T(s)|| (= ||&”(s)]|) e chamamos de curvatura de o em s. A curvatura nido depende da

orientagao da curva. Nao é dificil demonstrar (por derivagao e integragio) que k(s) = 0 se e somente se a(s) for
uma reta. De agora em diante, consideraremos apenas os casos interessantes, isto é, aqueles em que (s) # 0. Nestes
casos, fica bem definida tal funcao:

_ T'(s) TR
N(s) = ro =|T'(s) = (s)N(s) | (6)
N é chamado de vetor normal unitério a v. Como T e N sao sempre L.I., estes determinam sempre um plano em
R3, chamado de plano osculador. Da forma em que foi definida,  é sempre positiva, podendo N assumir diferentes
sentidos. Entretanto, caso a curva seja plana (ou seja, caso esteja contida em um tnico plano osculador), é possivel
fixar um sentido para N, de forma que  tenha sinal (possa também ser negativa). O sentido de N é determinado
pela orientagao do plano em que se encontra a curva.
Em geral, podemos associar um vetor normal ao plano osculador, que serda dado pela seguinte relacao:




B(s) =T(s) AN(s) (7)

Note que ||B(s)|| = 1. B é chamado de vetor binormal a ~. Para todo s, a tripla ordenada (T, N, B) define uma
base ortonormal positivamente orientada de R?. Esta base é chamada de Triedro de Frenet.

Nosso objetivo agora serd o de escrever os vetores T"(s), N'(s), B'(s) em termos dos vetores da base (T, N, B).
As formulas resultantes sao chamadas de Fdrmulas de Frenet. Observe que uma destas fomulas ja foi deduzida, e se
encontra na equagao (6).

Vamos agora encontrar B’(s) em termos de (T, N, B). Note que B(s)-B(s) = 1= 2(B'(s)-B(s)) =0= B(s) L
B'(s). Além do mais:

B'(s)=T'(s) AN(s)+T(s) AN'(s) =T(s) A N'(s) (8)

Pois N(s) e T'(s) sdo paralelos. Da equagao acima segue que B’'(s) é ortogonal a T'(s), e portanto paralelo a
N(s). Disso, podemos escrever:

] B'(s) = 7(s)N(s) \ 9)

Para alguma func¢ao 7. Uma interpretagdo para esta fungao é a seguinte: como B(s) é unitario, ||B’(s)|| = |7(s)]
mede a taxa de variagao do angulo do plano osculador em s com os planos osculadores vizinhos. Em outras palavras,
esta funcgao indica quao rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhanca de s, do plano osculador. Por este motivo,
7(s) é chamado de tor¢do de v em s.

Note que, diferentemente de x(s), 7(s) pode assumir valores negativos. Alguns autores, inclusive, definem 7 com
sinal oposto ao usado aqui. E facil ver que, por defini¢do, B(s) troca de sentido por uma mudanga de orienta¢do na
parametrizagdo da curva, porém tal ndo ocorre com B’(s) e, consequentemente, com a tor¢ao. Em resumo, x(s) e
7(s) s@o invariantes por mudanga de orientagdo. Vale que (se k(s) # 0) a curva é plana (isto é, af[o(I)] estd contido
num plano) se e somente se 7 = 0

Resta agora determinar N'(s). Para tanto, reescreveremos N (s):

N(s) = B(s) AT(s) (10)

Que pode ser facilmente verificada com a regra da mao direita. Disto, segue:

N'(s) = B'(s) ANT(s) + B(s) NT'(s) = 7(s)(N(s) AT(s)) + k(s)(B(s) A N(s)) (11)

=| N'(s) = —7(s)B(s) — (5)T(s) | (12)

As trés equagoes dentro dos retdngulos sdo justamente as férmulas de Frenet. Perceba que a derivada do vetor
normal, diferentemente da derivada dos outros dois vetores, nao nos forneceu outro parametro além dos que ja eram
conhecidos. Isto parece indicar que a curvatura e a tor¢ao de uma curva constituem-se como conjunto de informagao
suficiente para conhecer completamente o comportamento de uma curva na vizinha de um ponto. Esta afirmacao de
fato se verifica, e é enunciada formalmente no seguinte:

Teorema 1. (Teorema Fundamental da Teoria das Curvas): Sejam k : I — [0,+00), 7 : I — R, fun¢des de classe
C>, com I intervalo. Entdo existe uma curva parametrizada reqular « : I — R3 tal que s € I é o comprimento
de arco, k(s) e 7(s) sao respectivamente a curvatura e a tor¢ao de o, Vs € 1. Além disso, « é unica, a menos de
movimentos rigidos.

O

A demonstragao deste teorema exige alguns passos, e sera o objetivo da préxima secao. Antes disso, iremos voltar

nossa atencao para a distingdo da aceleragao vetorial (@ = v"(t)) e aceleracao escalar (a = ¢”(t)). Veremos que, em

geral, nao vale que a = ||d||. Para tanto, derivemos com respeito a t a expressao v'(t) = o' (t)T(o(t)), que pode ser
facilmente deduzida a partir da definicdo de T"

V() = " (OT(a(t)) + (") ()T (o(t)) (13)

Como T'(s) e T'(s) sao ortogonais e T(s) é paralelo a v/(t), teremos que: k(s) #0 = T'(s) #0 < ~"(t) e
~'(t) sao L.I. Reescrevendo a relagao acima a partir da primeira equacdo de Frenet:

V() = 0" (OT(a(t)) + (") ()0 (t)N(o(t)) (@=aT +v*kN) (14)

Isso nos mostra que a aceleracao vetorial possui duas componentes, sendo uma delas tangente ao movimento e
com norma igual a aceleragdo escalar, e outra normal ao movimento com norma (¢')?(t)k(c(t)). Podemos também

definir:



De forma que a norma da parte normal ao movimento ficara:

Tal fungao R é chamada de raio de curvatura, enquanto a componente da aceleracao vetorial que é normal ao
movimento é chamada de aceleracao centripeta.
Podemos obter uma expressao para ¢’ (t) multiplicando a equagao (14) escalarmente por T'(s). Vem:

7)Y (1)
1y (@)
De semelhante modo, podemos obter x, N, B e 7 apenas em termos de < e suas derivadas. Isto é muito ttil,

pois torna desnecessdrio reparametrizagoes por comprimento de arco (que na prética, é, em geral, bem complicado).
Multiplicando vetorialmente a equacao (14) por ~'(t) = o' (t)T (o (t)):

o"(t) = (15)

V() A () = (0P (O)r(e)(T(s) AN(s)) = [17'(t) A" (0)]] = (o) (B)r(a (1) (16)

Pois T A N = B, que é unitdrio. Usando, por fim, a equagao (2), concluiremos:

I/H

_ I Ar

el o

Diretamente por (14):

() - 0" ()T (1)
N = o B 1)

Multiplicando o numerador e o denominador por ||7/(¢)|| e usando (16):

N = HPYIH,‘YH — O—Hf}/ (18)
Il A"l
Onde ¢” é dado por (15):

N = WP = (7)Y
V1111 Al

2 O Teorema Fundamental

Definicdo 1. Uma funcio M : R?® — R3 ¢ dita ser um movimento rigido se existem funcdes U : R? — R3 e
T : R® — R3 tais que U seja uma transformagao linear ortogonal (isto é, (U(v),U(w)) = (v, w),Vv,w € R3) cuja
matriz possui determinante positivo, T' seja uma translagao (isto é, existe p € R3 tal que T'(v) = v + p,Vv € R?) e
tal que M = Ao U &

Lema 2. Sejam M : R3 — R3, M = AoU um movimento rigido e f : D C R — R3 uma funcdo diferencidvel.
Entao (Mo f) =Uo f’ O

Demonstragao. M o f é diferencidvel. Usando a regra da cadeia (versdo com matrizes jacobianas);
(Mo f)(z) = Ja(U(f () Ju (f ()T s (2) (20)

Onde as matrizes sio escritas com relagio a base canonica do R3. Teremos que J4(p) = Ids e que Jy(p) = My,
Vp € R3, pois U é linear, onde My é a matriz que representa U. Dal, e identificando J¢(x) com f’(z):

(Mo f)(z) = My f'(x) = U(f'(2)) = (U o f)(x) (21)
|

Coroldrio 3. Sejam v : I — R3, I intervalo, uma curva parametrizada reqular de classe C> e M wm movimento
rigido. Entao o comprimento de arco, a curvatura e a tor¢do de v e ¥ = M o~ sdao idénticos. O



Demonstra¢do. Primeiro, tome f = . Dai, pelo lema teremos que

(Moy) =Uox = |I(Moy)||=[UX @) =1 ®

- /t ||(M°7)/(U)Hduz/t 1Y (w)lldu = s (22)

(Pois U é ortogonal e portanto preserva normas). Que mostra que o comprimento de arco é invariante. Repara-
metrizando M o por comprimento de arco:

(Mo*y)oo'_leo('yoa_l):Moa

Com « definido como acima e pela associatividade da composigao de fungdes. Novamente usando o lema (agora

f=a):
(Moa) =Uod =UoT = T=UoT (23)
Além do mais, considerando f = o/
(Moa)"=Uod) =Uocd" = T'=UoT (24)
= E=|ITll=[UcT||=T" =& (25)

O que prova que a curvatura é invariante por movimentos rigidos. Unindo os dois resultados:

o T 1
Como U ¢ linear:
v o (TN it —
N(S)_U(|T’(s)|> U(N(s)) = N=UoN (27)
Agora, considere no lema f = N, dai:
N =UoN) =UoN’ (28)

Por fim, note que

B'=iN = #=B'-N=(T'AN')-N
Substituindo tudo:

7(s) = [U(T(s)) NU(N'(5))] - U(N(s)) (29)
Considerando que vale a relagdo U(v) AU(w) = U(v A w) (pois U é ortogonal e det U > 0, teremos:

7(s) =U(T(s) AN'(s)) - U(N(s)) = (T(s) AN'(s)) - N(s) = 7(s) (30)
Que completa a demonstracao. A identidade usada acima serd demonstrada no préximo lema: |

Lema 4. Seja v,w € R3 e U uma transformacdo linear ortogonal com determinante positivo (igual a 1) entdo vale
que U(w) ANU(w) =U(v Aw) O

Demonstragdo. Nesta demonstracao serd usado extensivamente que o produto interno € invariante por U, sem declarar
explicitamente.

a) (norma) Sendo 6 o angulo entre v e w, temos que ||[v A w|| = ||v||||w|[send = |jv Aw|]® = ||v]?||w]||*(1 —
cos?0) = (v, v){w, w) — (v,w) = |[UwAw)|| =]lvAw||=/(v,0)(w, w) - (v,w)? =

VT, U@ U @), Uw)) = W), U(w))? = [U(s) AUw)]

b) (sentido) Observe que U(v A w) é ortogonal a ambos U(v) e U(w), pois (U(v A w),U(v)) = (v Aw,v) =0 e
(U Aw),U(w)) = (vAw,w) =0, jid que o produto vetorial de v e w é ortogonal a ambos v e w. Assim, U(v A w)
tem a mesma direcdo de U(v) A U(w), faltando apenas checar o sentido. Para tal, defina a fun¢do f : V3 — R por

f(a,b,¢) = det(U(a),U(b), (U(c))

Onde V = R? Sendo A\ = f(ey,ea,€3), onde e; é o i-ésimo vetor unitario da base canonica de R3, note que vale
que g(a, b, c) = A.det(a, b, c) é uma forma trilinear alternada cujo valor em (e1, ea, e3) é igual ao valor de f na mesma
tripla. Como formas trinileares alternadas sao univocamente determinadas pelo seu valor em algum vetor da base
candnica, deve ser f = g, e portanto vale det(U(a),U(b), (U(c)) = Adet(a,b,c). Pondo a = e1,b = eg e ¢ = e3,



vem que deve ser A = det(U), da onde, finalmente, det(U(a),U(b),U(c)) = det(U)det(a,b,c) = det(a,b,c), j& que
det(U) = 1, por hipétese.

Finalmente, note que a base (U(vAw), U(v), U(w)) é positiva, pois det(U (vAw), U(v), U(w)) = det(vAw, v, w) > 0,
ja que (v Aw,v,w) é uma base positiva. Isso prova que U(v Aw) = U(v) AU(w), pois a base dada é positiva e a sua
norma é igual & norma de U(v) A U(w). A asserc¢ao segue diretamente da definigdo do produto vetorial.

]

A seguir demonstraremos a unicidade do teorema fundamental:

Demonstragao. Queremos provar que, dadas fungoes k e 7 satisfazendo as hipGteses do teorema (1), entdo haverd
apenas uma funcgao cuja curvatura e torcao as satisfaca, a menos de um movimento rigido. Mais precisamente, iremos
demonstrar que, se houver duas curvas («a e ) satisfazendo as fungoes, entdo existird um movimento rigido M tal
que M o 8 = a. (Note que estamos supondo a existéncia de no minimo uma «. A demonstragao de tal existéncia
exige o Teorema de Picard e serd tratada adiante).

Seja sp um ponto de I, com [ intervalo e dominio de v e 8. Agora, seja U uma transformacao linear ortogonal de
determinante positivo tal que leve o triedro de Frenet de 5 em sg para o triedro de Frenet de a em sg, (T, No, Bo).
Tal U existe. Além disso, defina A : R3 — R3, A(z) = 2 + a(so) — U(B(s0)). A fungdo A é uma translagao e note
que A(U(B(s0))) = a(sp). Isto é, definindo M := Ao U e & := M o j3, valera:

M o B(so) = a(so) = a(so) (31)
T'(s0) = T'(s0) (32)
N(so) = N(so) (33)
B(so) = B(so) (34)

Dadas estas relagoes como hipdteses, nosso objetivo agora é provar que M o 3(s) = a(s)Vs € I.

Para tanto, utilizaremos as equacdes de Frenet de o e a. A partir daqui iremos escrever todas as fungoes
relacionadas com a curva a com ~, para diferenciar das funcoes relacionadas a curva « Pelo Lema 2, teremos que
S=s, k=K, T =T, 0 que nos permite escrever:

T = kN T' = kN
N = —-kT —71B N' = —«xT — 7B (35)
B =N B

Tendo tais relacoes em vista, teremos:
1d
2ds

=(T-T,7"-T)+(N-N,N —N')+ (B—-B,B - B

(IT =TI + |¥ = NI[2 + ||B - BI[*)

=k(T—T,N—N)+7(B—B,N—-N)—k(N—-N,T—T)—7(N—-N,B— B)

Pela simetria do produto interno, tal derivada se iguala a zero, para todo s, donde vem que a expressao dentro
dos parénteses é constante. Para sabermos qual é essa a constante, precisamos saber seu valor em um ponto. Ora,
das equacgoes 29 a 31 vemos que para s = sg teremos que a fungao assume o valor zero, logo, é identicamente nula.
Segue daf que os triedros de Frenet de « e & serdo sempre iguais, mais explicitamente: T'(s) = T(s), N(s) = N(s),
B(s) = B(s), Vs € I. Agora basta ver que estas igualdades implicam que a e @ sejam de fato idénticas.

Considere a seguinte derivada:

d - d d . ~
—(a—a)=—a——a=T-T
ds(a %) dsa dsa

Como provado acima, T = T, donde a derivada acima é nula e a fungdo o — a é constante. Analisando esta
fungao no ponto sp, sabemos que a(sg) = a(sg) = a(sg) — &(so) = 0. Segue entao que a(s) = a(sg), Vs € I, como
queriamos demonstrar. |

Lema 5. (ponto fixo de Banach) Seja (M,d) um espago métrico completo (e ndo-vazio). Seja f : M — M uma
aplicagao tal que exista uma constante ¢ € [0, 1] de forma que valha a relagdo:

d(f(x), f(y)) < cd(z,y),Va,y € M

(tal fungdo € dita ser uma contracdo uniforme). Entdo, existe um unico ponto x* € M tal que f(z*) = z* |

Demonstragao.



