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1 Motivagao

Célculo Diferencial é o nome dado a disciplina que, entre outras coisas, trata dos problemas de otimizagao
(procura de maximos e minimos) de fungoes (escalares) definidas em subconjuntos de R”. Entretanto, nem
todos os problemas relevantes de otimizagao se limitam a este tipo de fungdo. Um exemplo simples mas
que foge do escopo do cédlculo diferencial é o seguinte: dados dois pontos A e B de um plano, procuramos
achar uma curva que os conecta e cujo comprimento seja o menor possivel. Em outras palavras, se J é
a fungdo que a cada curva v ligando os pontos A e B associa o seu comprimento, queremos achar uma
curva especifica tal que o valor:
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seja o minimo global (se existir).

Note a peculiaridade deste exemplo. Nao estamos procurando um ponto z de R™ que minimize uma
fungao do tipo f : Q@ € R®™ — R. Nossa funcao J pode ser pensada ludicamente como uma “fungao
canibal”: ela “engole”outras fungdes (no caso, curvas), no sentido de que os elementos do dominio séo
por si préprios outras fungoes. Este tipo de fungdo é conhecido como funcional (ndo confunda com
funcional linear, de dlgebra linear). Por falar em dominio, qual é o dominio de J?

Antes de tratarmos desta questdao de forma mais aprofundada, darei um outro exemplo para fixar
as ideias. Neste exemplo, em vez de analisarmos curvas de diferentes comprimentos, trataremos de
curvas fechadas com comprimento fixo (por isso este problema costuma ser chamado de “problema isope-
rimétrico”). Dadas estas curvas, queremos achar aquela cuja drea interior (ndo se esquega que a curva é
fechada) seja a maior possivel. Neste caso, podemos chamar de A o funcional que a cada curva (apropriada
ao problema) associa o valor de sua drea.

Em ambos os exemplos apresentados, as fungdes J e A associam nimeros a certos tipos de curvas.
Nada mais natural que pensar em seus dominios como um conjunto de curvas, que nada mais sao que
fungoes de uma variavel real tomando valores em R", entao nosso dominio é um conjunto de fungoes.
Um nome popular para este tipo de conjunto é “espago de funcoes” [tipicamente estes conjuntos formam
espagos vetoriais de maneira bastante natural, principalmente os casos de interesse].

A primeira vista, pode ser estranho pensar num conjunto assim, mas nao se incomode: ha conjuntos
muito mais bizarros na matematica. £ comum pensarmos em elementos de um conjunto como “pontos”.
Pois bem, é conveniente se acostumar a pensar em uma fungdo como um ponto em um espago maior (a
razao para isso ficard mais clara posteriormente). Um exemplo é o espaco de todas as fungdes continuas
de um certo intervalo fechado [a, ] em R, que costuma ser denotado por C([a,b]). As fungdes adequadas
para o nosso primeiro problemas sdo as curvas planas que comecam em A e terminam em B. No
segundo exemplo, o conjunto apropriado seria o de curvas fechadas de comprimento [ fixado. Em geral,
costumamos pedir condi¢oes mais especificas de regularidade, por exemplo pedir que as fungoes sejam
continuas, diferencidveis ou de classe C*°. Pedir funcoes de classe C! j4 é o suficiente para estes exemplos.

E 6bvio que hé muitas diferencas entre estes conjuntos e o R™, mas uma diferenga essencial é que
a dimensdo de R™ é finita, enquanto que a dimensdo de um espago (vetorial) de fungoes é tipicamente
infinita. [Nao iremos nos ater a estes detalhes, mas é fdcil mostrar, por exemplo, que o espago de
todos os polindmios nao tem dimensao finita. O conjunto das fungdes z™ estd contido neste espago e
é linearmente independente, para n em qualquer subconjunto finito dos naturais. Além disso, o espago
dos polinémios é subespaco do espago vetorial das fungoes analiticas, das fungoes continuas, das fungoes
Lebesgue-integraveis, etc, donde estes outros espago também nao possuem dimensao finita). E légico que

*QOs pré-requisitos recomendados para um bom aproveitamento destas notas sdo: uma boa base de célculo diferencial
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exigirdo maiores conhecimentos, mas sao dispensdveis para o andamento da leitura e serdo demarcadas por colchetes “[]”
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os conjuntos que citamos nao sao os uUnicos em que se pode estudar problemas de otimizagao, mas o
Calculo Variacional pode ser pensado justamente como a extensao do calculo diferencial para espagos de
dimensao infinita.

Nao precisa ser um génio para saber que a curva de menor comprimento euclidiano que liga dois pontos
é uma reta, mas este exemplo pode facilmente ser modificado e dar origem a problemas variacionais
extremamente complicados (e muitissimo interessantes). No lugar de um plano, podemos considerar uma
superficie qualquer em R3, por exemplo [ou uma subvariedade de R", de forma mais geral]. A este
problema damos o nome de “Problema da Geodésica’e serd tratado na segdo 6. Outro problema, muito
relevante do ponto de vista histérico, é o chamado “Problema da Braquistécrona”. Ele consiste em achar
uma curva ligando dois pontos A e B tal que um corpo liberado a partir do repouso e sujeito a uma
forga constante (como a da gravidade) “escorregue”pela curva no menor tempo possivel (braquistécrona
em grego significa 7o tempo mais curto”). Em outras palavras, buscamos o formato do escorregador ou
rampa que minimiza o tempo de escorregamento. Note que, apesar de parecer a primeira vista, uma reta
nao seria uma boa solugao, ja que nao estamos mais interessados em achar o comprimento minimo, mas
sim o tempo minimo.

Qual seria o funcional T que a cada curva v adequada ao problema associa o tempo da queda sobre
por esta curva? Para escrever T, facamos algumas consideragoes. Primeiramente, suponhamos que a
queda ocorre em um plano e coloquemos um sistema de coordenadas neste plano tal que A = (0,0)
e B = (z1,y1), 1,51 > 0, de forma que o eixo das ordenadas aponte na mesma diregdo da forca da
gravidade. Sejam m,g € R respectivamente a massa do corpo e a norma da aceleracao gravitacional,
suposta constante nas proximidades da superficie da Terra. Entao F : R? — R?, F(x,y) = (0,mg) serd o
campo vetorial constante associado a forga peso. Suponhamos também que a curva seja o grafico de uma
fungao f : [0,21] — R de classe C! tal que z > 0 = f(x) > 0. Isto é, y(t) = (z(t), f(x(t))). O espago
de funcoes considerado neste exemplo ¢ X = {f : [0,z1] — R, f de classe C!, f(0) = 0, f(x1) = y1,7 >
0 = f(x)>0}.

Agora, o funcional T pode ser obtido através da conservacao da energia. Temos que a energia cinética
em um instante ¢ é 3m||v/(t)||* = 3m(2’(t)* + f'(z(t))?2/(t)), onde a igualdade veio pela regra da cadeia.
A energia potencial, por sua vez, é —mgy = —mgf(z(t)) (o sinal de menos aparece porque nosso eixo y
estd apontando para baixo). Note que a energia total no instante inicial é zero (o corpo parte do repouso
a partir da altura zero). Pela lei de conservacdo da energia mecanica, temos que a energia serd zero em
todos os instantes de tempo. Isto é:

%m(rv'(t)2 + f(a(t))?2' (1) — mgf(x(t) =0
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Pelo teorema da fungdo inversa, para t tal que 2/(t) # 0, teremos:
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Sendo a ultima igualdade proveniente do Teorema Fundamental do Célculo. Donde vemos que nosso
funcional T : X — R deve ser dado por:
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Note que, nos nossos dois exemplos, o funcional foi dado por uma integral (equagoes 1 e 2). Mais que
isso, em (1) o integrando dependia da derivada de v e em (2) o integrando dependia de f e sua derivada
f.

De fato, muitos problemas variacionais dos mais relevantes possuem funcionais dados por uma integral
cujo integrando pode ser escrito em termos de uma funcao f e sua derivada de primeira ordem f’. Podemos

Além disso:

2 Lagrangiana



generalizar um pouco mais e permitir que o integrando também dependa de x, a varidvel independente
da funcao f. Isto nao aconteceu nos nossos exemplos.

A dependéncia do integrando em relagido a trés coisas (z, f, f’) pode ser explicitada escrevendo o
integrando como uma funcao L de trés varidveis reais. L seria uma funcao do tipo (a,b,c) — L(a,b,c).
Esta funcao, a principio, possui variaveis independentes, mas dada uma funcao f, o funcional serda dado
pela integral desta fungao calculado em um ponto (a, b, ¢) especifico, o ponto (a,b,c) = (x, f(z), f'(z)). A
partir do momento em que a funcgao L é calculada neste ponto, ela ”se torna” uma funcao de uma variavel
z (no fundo ocorre uma composigao de fungoes). Em outras palavras, muitos problemas variacionais dos
mais relevantes possuem a seguinte forma:
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A fungao L é chamada de Lagrangiana.
Suponhamos que a curva 7 no exemplo da curva de comprimento minimo fosse da forma ~(t) =

(t, f(t)), para facilitar. Entao ||/ (¢)|| = v/1 + [f'(t)]?. Assim nossa lagrangiana seria:

L(a,b,c) =1+ ¢ (4)

No exemplo da braquistécrona, nossa lagrangiana era a funcao dada por:

2
La,b,c) = N (5)
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Funcionais escritos dessa forma sao de fato muito gerais e, na fisica, praticamente todos sao assim
(com excegao da relatividade geral - sempre tem uma exce¢do). Apesar disso, é importante ter em mente
que pode haver funcionais completamente diferentes, sem nem mesmo serem dados por uma integral, por
exemplo.
Sem mais delongas, vamos iniciar a jornada pela busca dos maximos e minimos de funcionais!

3 Pontos Criticos em Dimensao Infinita

Em geral, um ponto critico pode ser pensado como um ponto “suspeito”’de ser de méximo ou minimo.
Assim como no crime, nem todo suspeito é bandido, mas é muito bom se o bandido estiver na lista de
todos os suspeitos. Assim, todo ponto de méximo ou minimo é ponto critico!, mas nem todo ponto critico
é de maximo ou minimo (formalmente, ser ponto critico é uma condi¢ao necessiria mas néo suficiente).
A quantidade de “suspeitos”deve ser grande o suficiente para garantir com certeza que o bandido esteja
entre eles mas nao tdo grande para tornar o processo investigativo invidvel (por exemplo, tomar todos
os pontos do dominio como pontos criticos seria uma maluquice, pois terfamos de analisar, em geral,
infinitos pontos para acharmos méximos, ndo ajudaria em nada). Por isso, uma boa definigdo de ponto
critico é necessaria. Em dimensao infinita, iremos fazer um processo bastante andlogo ao processo em
dimensao finita, por isso convém recordarmos algumas partes do processo.

Relembremos que, para fungdes de uma variavel real, achar os pontos criticos significava derivar a
funcao e igualar o resultado a zero. Para fungoes de mais de uma varidvel, o processo nao era mais tao
simples. Em parte, porque um ponto podia ser de mdximo (ou minimo) se a fungao fosse analisada em
uma certa diregdo a partir desse ponto mas nao ser em outra. Por exemplo, a funcio f(z,y) = y? — 2>
possui um ponto (0,0) que é de minimo na diregdo y e a0 mesmo tempo de méximo na diregdo 2. Um
ponto assim é conhecido como ponto de sela (pesquise o gréfico desta funcao, de fato se parece com uma
sela de cavalo! Esta figura se chama “paraboloide hiperbdlico”). Para expressar derivadas ao longo de
direcoes especificas, tinhamos as chamadas “derivadas direcionais”. Dada uma funcao f definida num
aberto de R™, um ponto z do dominio de f e uma direcao representada pelo vetor ¥, a derivada direcional
de f na diregao v calculada no ponto = é definida como:
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No fundo, esta defini¢do diz que estamos perturbando o ponto z um pouquinho na dire¢ao de ¢. Esta
perturbagéo é dada por uma reta (z + s é a parametrizacdo de uma reta). Note que se definirmos a
funcao g de uma varidvel como ¢(s) = f(x + s0), entao valeria que:
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ITodo bom aluno de Célculo I sabe que esta afirmacio ndo é bem verdadeira... Pontos no diferencidveis ou que estejam
na fronteira do dominio podem ser pontos de extremos sem serem pontos criticos. Ao longo de todo o texto assumiremos
que todos as fungdes sao diferencidveis e que estao definidas num aberto, isto é, o dominio nao tem ponto de fronteira.



Que nos faz recair no caso unidimensional.

Poderiamos nos perguntar o que aconteceria se avalidssemos a taxa de variacao da f em uma curva
qualquer, em vez de apenas retas. Quando a funcdo nao é patolégica (ser diferencidvel basta), avaliar a
taxa de variagdo em curvas nao acrescente nenhuma informacao nova. De fato, seja v uma curva qualquer
que passa pelo ponto & em s = 0 (sem perda de generalidade, pois ela pode ser reparametrizada). Assim
como quando a curva era uma reta, fazendo a composigdo de fungdes, definimos g == f(v(s)) (antes,
y=x+steg:= f(v(s)) = f(z + s?)), vamos obter:

d 0
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(para provar isso se usa a regra da cadeia). A derivada do lado direito da igualdade é uma derivada
direcional, ndo se esqueca que 7/(0) é um vetor. Trocando em mitdos: se f é diferencidvel, avaliar a
taxa de variacao em x por uma curva qualquer, é a mesma coisa de fazer a derivada direcional de f em
x usando como diregdo o vetor tangente da curva neste ponto (7/(0))

Chamamos de ponto critico um ponto em que todas as derivadas direcionais sao nulas. Usando esta
definigdo, vale que todo ponto de méximo ou minimo é um ponto critico (como gostariamos).

Assim como fungoes de uma varidvel, funcoes de varias varidveis também possuem critérios suficientes
para achar extremos usando derivadas segundas (em vérias varidveis, temos a Hessiana). Em dimensao
infinita héa coisas andlogas, mas nao iremos explorar muito isto.

Comegaremos agora a desenvolver um procedimento para obter os pontos criticos de um funcional.
Durante o desenvolvimento, tracaremos diversos paralelos com o problema em dimensao finita. O que
foi feito foi basicamente realizar uma pequena perturbacao no ponto x, indexada por um parametro
s. Faremos o mesmo, mas agora nosso ponto x nao estard mais em R”, e sim num espaco de fungoes.
Substituiremos a letra x por f para indicar que agora se trata de uma fungao. Indicaremos por (fs)sers
uma curva no espago de func¢oes. Nao se intimide com este nome. A ideia por trds de uma “curva no
espago de fungoes”é a seguinte: assim como 7y era uma fungao que a cada s associava um ponto de R”,
para cada s € I, associaremos uma funcao fs no nosso espago de fungdes considerado. Fixado um s (e
portanto uma fungéo fs), denotaremos por x a varidvel da fungdo f. [Assim, a curva também pode ser
pensada como uma fun¢do H de duas varidveis, s e z]. Daremos o nome de variag¢io para esta curva.
Como exemplo concreto, considere a seguinte variacio da funcio f(z) = z: fs(z) = z + s2%,s € R.
Assim, fi(z) =2+ 22, fo = 2 + 222, fr = v + 72?, etc.

Passemos as definigoes formais.

Definicao 1. Seja D o conjunto das fungoes definidas num intervalo [a,b] C R tomando valores em R™
e com extremos fixos yg € y1 Isto é, D = {f : [a,b] = R™, f(a) =yo e f(b) = y1}. Dada uma f € D, uma
varia¢do de f em D é uma familia (fs)ser com I um intervalo contendo s = 0 no seu interior, de modo
que fo=f, fs € D, Vs € I e a funcdo H(s,x) = fs(x) seja de classe C* (H : I x [a,b] — R™). &

A condicao de que fy = f é andloga a condicao em dimensao finita de que a curva -y passasse por x
em s = 0.

Agora que j4 definimos o que vem a ser uma pequena perturbagdo em torno de uma funcao (assim
como ~ era uma perturbagdo do ponto z), convém definirmos o andlogo do vetor tangente & v no ponto
x. Antes, este vetor era um elemento de R™. Agora, ele serd um elemento de D, isto é, uma funcdo. Esta
funcao sera chamada de campo variacional.

Definigao 2. Seja H : I X [a,b] — R™ uma variacdo. O campo variacional desta variagdo é a fungédo

—

¥ : [a,b] — R dada por:

. 0 d
v(x) = %H(S’I)L:o = £fs(x)‘s:0,Vm € [a, b] (9)
)
Note a semelhanga entre estas defini¢oes e suas andlogas em Calculo Diferencial. Assim como em
dimensao finita, acabamos de definir nosso “vetor tangente” (campo variacional) como a derivada de uma
“curva” (variacdo) com relacdo ao seu parametro s, calculada em s = 0.
Agora ja podemos ter uma ideia do que serdo os pontos criticos. Os pontos criticos do funcional J
serao os pontos f € D tal que a taxa de variacao de J no ponto f serd nula para qualquer “direcao”, ou
melhor, para qualquer campo variacional.

Antes de continuar falando sobre os pontos criticos, fagamos algumas observagoes. Para fixar as ideias,
consideremos a tabela abaixo relacionando os conceitos em dimensao finita e infinita.



Espaco de Fungoes R”
funcao f ponto x € R
variacao H(s,x) (= fs()) curva (s) (= xs)
campo variacional: vetor tangente:
U@) = 5@,y | T=70) = L@,

Como estamos supondo os extremos fixos:

fs(a) = yo; fs(b) =91, Vs € 1

As fungoes fq(a) e fs(b) sdo constantes em s, e segue que a derivada com relacdo a s é nula:

d d
%fs(a) = %fs(b) =0

E, pela definicdo de campo variacional (9), as igualdades acima significam o mesmo que dizer que
¥(a) = ¥(b) = 0. Em outras palavras, todo campo variacional é nulo nas extremidades. Mas serd que vale
a reciproca? Isto é, serd que qualquer fungao ¥ : [a,b] — R com ¥(a) = ¥(b) = 0 é o campo variacional de
alguma variagdo? A resposta é sim! Basta tomarmos a variagao: fs(x) = f(x) + st/(z) (derive esta f; em
relac@o a s e cheque a afirmagdo). Uma variacdo desta forma é andloga a uma reta em dimensao finita.

Agora que ja temos nosso “ponto”, nossa “curva’e nosso “vetor tangente”, estamos com a faca e o
queijo na mao para definirmos uma “derivada direcional’no espago de fungoes. Se nao estiver claro a
importancia desta definicao, pense no papel da derivada direcional para o caso de dimensao finita.

Definigao 3. Seja J : D — R um funcional. A derivada direcional de J no ponto f com relagdo ao
campo variacional ¢ é definido como:

oJ d
550 = Iy (10)
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Note que a composigao h(s) := J(fs) é uma funcao de I em R. Iremos recair no caso unidimensional!
Agora, suponhamos que f seja um maximo ou minimo de J. Entao:

oJ d

d —
%(f) = %J(fs”s:o = £h(0) = O,VU

A 1ltima igualdade veio do fato de que h(0) = J(f) é um ponto de maximo ou minimo da fungéo h,
por hipdtese. (supomos que f é um ponto de méximo ou minimo do dominio de J, em particular, é um
ponto de méximo ou minimo da familia de fungoes (fs)ser, isto é, s = 0 é o valor de s onde S(f;) é um
extremo, logo, s = 0 é ponto de méximo ou minimo de h).

O que acabou de ser visto nos leva a concluir que se definirmos ponto critico como uma fungdo cuja
derivada direcional é nula para todos os campos variacionais, obteremos novamente o fato de que “ser
um ponto critico é condigdo necessdria para uma fungio ser ponto de maximo ou minimo” (neste caso)
de um funcional. (entendeu porque convém pensarmos em fungdes como pontos?) A principio, pode
parecer reconfortante termos conseguido reduzir um problema de dimensao infinita para uma dimensao
apenas, mas logo este alivio some, ao darmos conta de que teriamos de testar todos os campos variacionais
(tipicamente, um niimero infinito deles) para acharmos os pontos criticos.

Acontece que, em casos mais especificos, como quando o funcional possui a forma (3) (felizmente
os casos de interesse na Fisica), hd um truquezinho que nos permite fugir deste problema, e achar um
critério que independe do campo variacional. Este critério é a...

4 Equacao de Euler-Lagrange

Nesta segao iremos tratar de problemas variacionais especificos. Em primeiro lugar, nos restringiremos
a funcionais que possam ser escritos como (3), na qual a lagrangiana L : U C R — R, U aberto tal
que (z, f(x), f'(x)) € U, Yo € [a,b], é uma funcio de classe C2. Além disso, nosso espaco de fungoes D
também sera restringido para conter funcdes de classe C* com condigdo de contorno f(a) = yo e f(b) = y1,
sendo g, y1 numeros reais dados.

Antes de continuarmos, convém esclarecermos como serao denotadas as derivadas parciais da fungao
L. Derivadas parciais costumam ser indicadas chamando cada entrada da funcao por z,y,z ou 1,2, 3.



(por exemplo, % ou 91 L). Entretanto, a utilidade de dar nomes para entradas ou varidveis é justamente
de que estes nomes possam nos lembrar do que estamos falando. Em virtude disso, daremos como nome
as nossas varidveis: z, f, f’. Apesar de ser 1itil como recurso mnemonico, esta notacao tem o potencial de
causar uma certa confusao pois, ora f indicard uma variavel, ora indicard uma funcao. Peco que o leitor
fique atento para nao se confundir. A notagao ‘3—? nao tem nada de mistico: nao é a derivada de uma
fungao com relagao a outra funcao nem nada do género, é simplesmente a derivada parcial da fungao L
em relacao & sua segunda varidvel. O simbolo “’ ”sempre ird indicar derivada com relacao a x.
Considere uma variagdo fs de f com campo variacional ¥. Temos:

aJ d [* /
F =1 [ M) Sl

Neste caso podemos colocar a derivada em s para dentro da integral. Usando a regra da cadeia:

b
S0 = [ Lt fielde]

b oL d L d oL d
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Como z nao depende de s, dz/ds = 0, e o primeiro termo é cancelado. Usando a defini¢do de campo
variacional em (9) podemos fazer uma substituicdo no segundo termo. Além disso, podemos notar que:

o= 2 ()| o = 2 (1)) = vl =)

Onde usamos o Teorema de Clairaut-Schwarz na segunda igualdade. Com estas observagoes, ficamos
com:

0] b oL ,
55 = ’ af( L f(@), f(@)v(@) + 8f’( f(@), f (@) ()dw

Esta lembrado que comentamos que a derivada direcional em dimensao finita ndo dependia da curva,
somente do vetor tangente & curva no ponto onde estdvamos analisando (equacao 8)7 Chegamos num
resultado andlogo! aé (f) nao depende da variagao fs, somente do campo variacional v(z) (e das derivadas
da lagrangiana). Mas ainda nao acabamos... No fundo, queremos uma dependéncia apenas em v, nao
em v’. Iremos transferir a derivada do v para o outro termo que ele estd multiplicando, através de um

truque... Veja que:
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Conseguimos reescrever o termo com v’ como a subtracao de termos sem v’. O truque foi a regra do
produto. Realizando a substitui¢ao, obtemos:

0L

oy d
— g @@ = o

b
2= [ e s st [ 2o s, ] ortes [ (O, 0, @) ) o

(separamos a integral em duas) Note que, pelo teorema fundamental do célculo:

/a % (g]ﬁ(m,f(x)vf'(a:))v(x)) dr = gf’( @), fl(= ))U(x)’Z
oL , oL )
= Tf,(@f(b)af (0))v(b) — afﬂ(a,f(a),f (a))v(a)

Como v(a) = v(b) = 0, estes termos se cancelam, e resultamos no seguinte:
oJ oL d [0L
D= (Zwrwse - & [ s, @) ) e

No caso de f ser um ponto critico, a equacao acima serd sempre igual a zero, como haviamos dito.
Ou seja, f ponto critico significa que:



L (55 f@) £1@) = 5 | T2 1@ 1) ) wledts = 0,000 =

[Se lembrarmos que o produto interno usualmente definido num espago de fungoes é dado por (f, g) =
f f(z)g(x)dx (como no espago Ls), a equacao acima estd dizendo que o termo entre parénteses é ortogonal
a todo v( )]

J& conseguimos deixar v(z) em evidéncia dentro da integral, e isto é quase o que precisamos para nos
livrarmos do problema de termos de analisar todos os campos variacionais. Para concluirmos s6 falta o
Lema Fundamental do Cdlculo das Variacées:

Lema 1. (Lema Fundamental do Cdlculo das Variagées) Seja u : [a,b] — R continua. Se:

b
/ u(z)v(x)de =0 (12)
para todo v : [a,b] — R de classe C* com v(a) = v(b) =0, entdo u =0 O

Note que hé mais fungoes continuas do que funcgoes de classe C*°, entao, se no lema pedissemos que
v fosse apenas continua, estaremos pedindo que a integral fosse zero para um “maior nimero”de casos,
0 que tornaria o lema menos geral. Ou seja, pedir que v seja de classe C* torna o lema mais geral,
e nao menos geral: “sé”precisamos que a integral se anule num ndmero menor de casos. De fato, a
demonstracdo utilizando v continua é muitissimo mais simples. A versdo que é enunciamos nao sers
demonstrada aqui. Como consequéncia direta do Lema chegamos na seguinte equagao:

d [0L ) oL
— aff,(xvf(x),f(x)) o7

Conhecida como Equagdo de Euler-Lagrange. (s6 igualamos o integrando de (11) a zero, como resul-
tado do lema, e passamos um termo para o outro lado da igualdade). Finalmente temos um critérios para
achar pontos criticos que ndo depende de v(z)! Mas... nem tudo séo flores. A equacao de Euler-Lagrange
dé origem a uma equagao diferencial, cuja fungao incégnita é f, e ai o problema passa a se tornar tao mais
dificil quanto for a equagao diferencial (pode ser impossivel achar uma solugdo analiticamente, etc). De
qualquer forma, os pontos criticos do nosso funcional J serao as solugoes da equagao diferencial originada
pela equacao de Euler-Lagrange.

A equagao escrita deste jeito é um pouco grande. Costuma-se escrever com a forma abreviada:

=7 (@, f(2), ['(2)) (13)

doL_or
de 0f  Of

Mas cuidado! Apesar desta abreviagao ser mais comoda, pode gerar um mal-entendido. Observe que:

dor, L
de of " 0xdf’

Escrito sem abreviagao:

d [OL 0L
- W(%f(x)vf/(x)) #W

No primeiro deles, fazemos a derivada de L com relagao a terceira varidvel (que tinhamos chamado de
17), que ird resultar numa fungao de trés varidveis. Calculamos entao o resultado desta fung¢éo no ponto
(z, f(x), f'(x)), que resultard numa fungdo de apenas uma varidvel x. A{ sim fazemos a derivada com
relacdo a z. Serd uma derivada total (por isso d/dx e ndo 9/0x). No segundo membro, por outro lado,
fazemos duas derivadas em seguida, com relagao & primeira e terceira varidvel, e por ultimo calculamos no
ponto (x, f(x), f'(x)). Lembre-se que nos nossos exemplos, L nido dependia de x. Isto é, frequentemente,
a derivada parcial de L com relagao a x é zero, ou seja, o segundo membro da desigualdade costuma ser
zero. Podemos abrir o primeiro membro pela regra da cadeia e obteremos:

(z, f(2), f'(x))

oL , 2L 02L o 2L .,
5@ F@) P @) = G 0@, F @)+ 0 e £ @) @045 o @), £ @) (@)

O segundo membro aparece como uma componente do primeiro, mas, mais uma vez, nao sao iguais.
Agora que ja temos a equacao de Euler-Lagrange, vamos aplicd-la em um exemplo simples para fixar
as ideias:

a4
d



Ezemplo. (Oscilador Harmonico) Seja J : D — R o funcional definido por:

b
1) = [ L @), £ @)ie

Onde a funcio L : R?* — R é dada por L(z, f, f') = f'?> — f2. Ache as funcgoes f : [a,b] — R sob a
condicao de contorno f(a) = yo, f(b) = y1 e que sejam pontos criticos do funcional J.
Basta usarmos a equacgao de Euler-Lagrange. Pela lagrangiana que nos foi dada:

oL oL
Sl f) =2 = So 1), (@) =21 (0)
d [ 0L
2 St = 2w
E também:
OL iy =—2f = Lo f(), (@) = —2f ()

of of

Chegamos entao na seguinte equacao diferencial:

2f"(x) = =2f(x) <= f"(2)+ f(z) =0
Esta é a equacao do oscilador harmoénico ete—veeé-tem—a-obrigacao-de-saber. De fato, este problema

foi pensado com o propdsito de gerar uma equagao diferencial cuja solugao geral seja facil de ser escrita
(apesar de corresponder a um problema fisico real. Espere até a proxima se¢do para mais detalhes), a
saber:

f(x) = c1 cos(z) + co sin(x)

Onde as constantes c¢; e ¢y sdo determinadas pelas condigoes inicias, conforme mostramos abaixo:

c1 cos(a) + co sina) = yo
c1 co8(b) + cosin(b) = yo

cosa sina c1\ _ (o
cosb sinb o) \wy

Ressaltamos que o teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais vale para o caso onde as
condigoes iniciais sao o valor em um ponto e a derivada no mesmo ponto. Caso sejam dados dois pontos
distintos, a solugao nem sempre existe e nem sempre é unica, quando existe. De fato, analisando este
sistema de equagdes vemos que o determinante da primeira matriz é sinbcosa — sinacosb = sin(b — a).
Isto é, se b — a for multiplo inteiro de 7, a solugao poderd inexistir ou nao ser unica.

Poderiamos parar por aqui a analise do nosso problema, mas muitas pessoas possuem o mal-entendido
de que as solugoes da Equacao de Euler-Lagrange sdo sempre minimos, o que é falso (este tépico serd
retomado na préxima secdo). Para desfazer o mal-entendido de uma vez por todas, vamos aproveitar
este exemplo e abrir uma excecao, fazendo uma andlise com critério de derivada segunda a fim exibir um
exemplo de f que nao é ponto de minimo. Utilizar tal critério é possivel pois ja temos um método de
recairmos para o problema em uma dimensao. Queremos calcular o seguinte:

5 b2
U= [ Gl = fe]

Diferentemente do que foi feito no caso de uma derivada, nao serd possivel calcular a segunda derivada
sem definir uma variagao especifica. Isto porque teremos que derivar duas vezes antes de substituir s = 0,
mas s6 fazendo esta substituicdo achdvamos uma férmula em termos de v(z), que nos permitia manipular
melhor o problema. Caso tentemos calcular as derivadas como estdo acima, nao conseguiremos achar uma
expressdo fechada para a primeira derivada em termos de s (antes conseguimos pois colocdvamos s = 0),
daf néo conseguiremos fazer a segunda derivada (teste!). Para contornar este problema, teremos de usar
uma variacao especifica. Mas havera perda de generalidade? A resposta é ndo. Pense em dimensao finita:
para um ponto ser de minimo local, ele o teria de ser considerando todas as dire¢oes. Para um ponto nao
ser minimo basta achar uma dire¢do (ou no nosso caso, campo variacional) em que ele néo seja.

Analisaremos as variacoes do tipo fs = f + sv. Isso nos dé:

d

b
) = 5 [10@)+ @) = (7(0) + su(a) o



d b
= )= 2/ (f'(x) + s (@) (2) = (f(2) + sv(z))v(x)dz

2 b
= %J(fg:?/a v (z) — v*(x)dx

Vamos agora estudar o sinal desta expressdo. Usando o truque da regra do produto, confira que:

dxr

Usando o teorema fundamental do cdlculo e lembrando que v se anula nos extremos, podemos cancelar
o primeiro termo da integral. Nos sobra:

b b
2/ v (z) — v*(2)dr = 2/ 4 (' (z)v(x)) — " (z)v(x) — v*(z)dx

2 b b
%J(fs) = 2/ —v"(z)v(z) — v (x)dr = 72/ (V" (z) +v(x))v(x)dx

Caso exista algum campo variacional que se anule nos extremos e tal que satisfaca a equacao diferen-
cial: v 4+ v = kv, k > 0 constante, teremos:

d? b
@J(fs) = ka/a v (z)dx

O integrando é positivo para todo x € [a,b], donde a integral também é. Mas a integral estd sendo
multiplicada por uma constante negativa, e concluiremos que %J (fs) <O.

Caso b — a > m, um campo variacional v satisfazendo estas condigbes vai existir. Tome v(z) =
sin(wz + 0) tal que v(a) = v(b) =0 e 0 < w < 1. De fato, escolhendo um v assim:
v = —w?sin(wz +0) = v’ = —w?

Definindo k = 1 — w? (que é positivo pois 0 < w <1 = -1 < —w? <0 = 0<1-w? < 1),
chegaremos em:

V=(k-1)v < V" +v=kv

Como gostarfamos. Note que g(s) = J(fs) tem a primeira derivada nula em s = 0 e a segunda
negativa, no mesmo ponto, donde ¢g(0) é um ponto de méximo na “direcdo”’de v. Ja sabemos que ha
pontos criticos do funcional que nao sao minimos. (De fato, f serd um ponto de sela, basta fazer um
procedimento andlogo e serd possivel obter um campo variacional tal que a segunda derivada de J(fs) dé
positiva). 2

Antes de entrarmos no préximo assunto (Mecanica Cléssica), precisamos provar uma versao um pouco
mais geral da equacao de Euler-Lagrange, para fungdes com contradominio em R™. Isto ndo aumenta
consideravelmente o nivel de dificuldade, e o processo é essencialmente o mesmo. Optamos por realizar o
caso menos geral primeiro por questoes didédticas. (Para quem néo estd acostumado a manipular fungoes
com este contradominio, basicamente iremos separar todas as fungoes em funcoes coordenadas e a regra
da cadeia dard um somatorio no integrando, sobre todas as coordenadas. No final provaremos uma versao
um pouco diferente do Lema 1 que nos permitird separar a somatéria em n equacoes de Euler-Lagrange.
Caso vocé se perca no processo, encorajo que nao desista: aceite o resultado e pule para a préxima secao,
terd coisas interessantes 14).

Seja D o espaco das fungoes f : [a,b] — R™ de classe C! com extremos fixos f(a) = yo € R,
f(b) =y1 € R" e J: D — R um funcional da forma (3).

Note que, agora, cada fungdo f € D pode ser escrita como n fungdes coordenadas, cada uma tomando
valores nos reais. Os elementos de D poderao ser denotados por f = (f1, fa, ..., fn). O mesmo ocorre com
as derivada: f' = (fy,..., f). A lagrangiana, portanto, terd um niimero maior de varidveis. A varigvel f
se tornard n varidveis f; e f’ se tornard n varidveis f/. A varidvel independente 2 permanecers alterada,
assim teremos 1 4+ n 4+ n varidaveis. O dominio serd entao um subconjunto de R x R™ x R”. Resumindo,
a lagrangiana do funcional devers ser dada por uma funcido L : U C R x R® x R* — R de classe C2, U
aberto e (z, f(z), f'(x)) € U, Vx € [a,b]. Contudo, ndo iremos escrever explicitamente as 2n + 1 varidveis
da lagrangiana. Usaremos a seguinte abreviagdo: L(z, f, f') = L(x, f1, ..oy fr, [1, s f1)-

As variagOes e 0os campos variacionais também tomarao valor em R", sendo denotados por fs =
(fsys-es [s,,) € v = (v1,...,v,). Ainda vale que fq,(a) = fs,(b) =0 e v;(a) = v1(b) =0, Vi.

. . b (1 . . .

2[A Hessiana de J é fa (=v"” —v)vdz. A andlise completa se faz diagonalizando o operador —v’’ — v, definido no espago

dos v tais que v(a) = v(b) = 0. A base ortonormal de autovetores vai ser formada por senos, de forma a escrever um v
qualquer como uma série de Fourier. A determinagdo de méximo e minimos se faz estudando o espectro deste operador.]



O processo sera feito de forma mais rapida, sem tantos detalhes ou explicagoes, pois serd bem parecido
com o que ja foi feito. Abaixo colocamos a derivada para dentro da integral e usamos a regra da cadeia.
O termo dependente de z ja foi cancelado. E a derivada ja foi calculada no ponto s = 0:

570 = 55U o= [ 3 |G S @) + G . el

Usando novamente a regra do produto, temos, para todo i entre 1 e n:

oL oL
of; of;
O primeiro termo do lado direito da igualdade novamente sera cancelado devido ao teorema funda-

mental do cdlculo e devido a condicao de que v;(a) = v;(b) = 0, Vi. Substituindo o resto da expressdo na
integral obtemos:

oL

(@2 5@, £ )0lo) = 5 (G5l F@)ua)) = 4 [ 55 @), 5 @) wlo)

T g = / [ (o @) @)~ g (g0 @) ) | taras

Note que v;(x) ja foi colocado em evidéncia. Lembre-se que o produto escalar entre dois vetores
u = (U,...,up) € w = (wr,...,wy) é dado por u-w = >, u;w;. A partir disso concluimos que o
produto:

oL

st = (G0 s00 @) |

of

E igual ao somatério do integrando, logo, podemos substitui-lo. (O primeiro termo do produto é o
vetor tal que cada componente é a expressao dependente de i que estava dentro do somatdério, lembre-se
que, apesar de v ser uma fungao, seu valor calculado num ponto v(z) é um vetor. O mesmo vale para

o outro fator do produto interno). No caso de f ser um ponto critico, esta integral serd zero para todo
v(x). Isto é:

d oL d (0L
Lo o= [ [Be 0500~ & (D 0,00 | vlorae =00

J4 conseguimos colocar v(x) em evidéncia. O que falta agora é um teorema anédlogo ao Lema 1, que
na verdade é um coroldrio dele, enunciado a seguir:

Coroldrio 1. Se u : [a,b] — R™ € continua e fju(z) -v(z) = 0, para todo v : [a,b] — R™ de classe C*
com v(a) = v(b) =0, entdo u = 0. O

Demonstragao. J& que a integral se anula para todo v(zx), por hipétese, podemos pegar fungées v(x) que
sejam nulas em todas as coordenadas, exceto na i-ésima. Assim, apenas o i-ésimo termo do somatério
serd diferente de zero e recairemos no caso do Lema 1, que nos permitird provar que a i-ésima funcao
coordenada é zero. Agora basta repetir para todos os i, de 1 a n. |

No fundo, este corolario nos diz que cada coordenada do integrando deve ser igual a zero. Agora,
nao temos mais apenas uma equagao, mas n equagoes, uma para cada 4, idénticas a equacao da versao
unidimensional:

d [OL . ] oL
- afﬂ(x,f(m),f(:v)) =9

Creio que agora chegou a hora de um breve esclarecimento. Toda a teoria desenvolvida até agora
teve como objetivo achar maximos e minimos de funcionais. Este é um objetivo interessante e bastante
util, mas as principais aplicagoes do Célculo Variacional na fisica se resumem a buscar apenas os pontos
criticos dos funcionais, sem se importar se sao pontos de maximo, minimo ou nenhum dos dois, por mais
estranho que este objetivo possa parecer. A proxima secao serd especialmente dedicada a isso, e nela, serd
explicado mais detalhadamente o papel do célculo variacional para mecanica. A titulo de informacao,
saiba de antemao que as equagoes de movimento de um nimero n de corpos sao justamente as solugoes
da equagao de Euler-Lagrange para uma funcao lagrangiana especifica.

(z, f(x), f(x)),Vie{1,...,n} (14)
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5 Um pouco de Mecanica Classica

Antes de mais nada, problemas variacionais aplicados a Mecanica Clédssica possuem uma notagdo es-
pecifica, usada em praticamente todos os textos. Por isso convém usarmos a mesma notagao aqui. Nossa
boa e velha funcdo f passard a ser denotada por ¢ e sua variavel independente serd t, no lugar de x.
Também teremos ¢ no lugar de f'.

Considere, entdo, uma particula de massa m > 0 se movendo® pelo R3 sob a acdo de um campo de
forcas F' : R® — R3 conservativo (isto é, F' s6 depende da posicao da particula e existe uma funcgao
V : R® — R chamada de funcao potencial tal que valha F' = —VV). Seja q : [a,b] — R3 a trajetéria da
particula, isto é, ¢ é a posicdo da particula em funcdo do tempo. A segunda lei de Newton nos garante
que:

mi(t) = F(q(t)) (15)

Onde dois pontos em cima de ¢ simboliza a derivada segunda desta fungdo (com relagdo ao tempo).
A grande sacada do formalismo lagrangiano da mecéanica clédssica é perceber que esta equacao diferencial
acima é a equagao obtida ao resolver a equagao de Euler-Lagrange para uma fungao lagrangiana especifica.
Para diferenciar de uma fungao lagrangiana qualquer, iremos denoté-la por L. Esta lagrangiana é dada
por:

£(t..) = gmllill> ~ V() (16)

Onde V ¢ a funcao potencial da forca F'. Note que o primeiro termo ¢é a energia cinética da particula.
Se denotarmos a energia cinética por T', obteremos a forma mais abreviada (e comum) da lagrangiana:
L =T —V. Nao se esqueca que ¢ = (q1,¢2,493) € ¢ = (d1,42,q3). Cada termo dentro dos parénteses é
uma funcio coordenada de ¢ e ¢. Entdo o dominio de £ é um subconjunto de R x R? x R3.

O funcional obtido pela lagrangiana é chamado de funcional agao:

b
S(q) = / C(tqlt). d()dt (17)

Agora, vamos por a mao na massa e mostrar que as equacoes de movimento de Newton de fato sao
pontos criticos de S. Como estamos em trés dimensoes, teremos trés equagoes de Euler-Lagrange do tipo
(14). Se i € 1,2, 3, teremos, de um lado da equagao:

S (ta(0)d(0) = mi(t) — o

(lembre-se que [|d||* = ¢i* + g2 + ¢3*). Do outro:

gj (t,a(t), d(1)) = fng

(¢(2))

Considerando todos os i:

(més(8), miia (1), mia (1)) = (—§Z<q<t>>, -2 o), —ng3<q<t>>)

= mg(t) = -VV(q(t))

Repare, porém, que —VV (q(t)) = F(q(t)), pela definicdo de V', donde obtemos, finalmente, a segunda
lei de Newton (15). Mostramos, portanto, que a trajetéria de uma particula é o ponto critico do funcional
acao. Na literatura, este fato é conhecido como “Principio da Minima Ag¢ao”, mas este nome é incorreto,
afinal j4 exibimos um contraexemplo na se¢ao anterior. Um nome melhor, também usado, é “Principio
da agéo estaciondria” (ponto estaciondrio é sindnimo de ponto critico). Vocé pode talvez pensar que o
problema que exibimos néo corresponde a uma situacéo fisica, mas, na verdade, aquela funcio “f’2 — f27é
precisamente a lagrangiana de um oscilador harménico! Lembre-se que a energia cinética é mg?/2 e a
energia potencial eldstica é kq?/2. A lagrangiana do oscilador harménico é:

-2 2
N mq© kg

3Sinceramente, acho bem estranha esta expressio. O R3 é um objeto matemético (definido em termos de conjuntos e
axiomas) e nele ndo existem particulas, e nem é possivel se mover “pelo”R3. Um jeito mais preciso de formular isso é tratar
o espago fisico como um conjunto abstrato chamado de “espago afim”e posteriormente fazer a associacao entre este espaco
e o R3, que seria entendido como a escolha de um sistema de coordenadas (ou referencial). Como o uso desta expressdo é
recorrente, preferiu-se manté-la.
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Substitua ¢ por f de volta e obteremos f'? — f2, a menos de constantes multiplicando, ou se tivermos
k = m = 2 (ndo foi & toa que obtivemos a equagdo de movimento do oscilador harménico depois de
termos operado com a equagao de Euler-Lagrange).

Este resultado interessante nao vale apenas para uma particula, mas para um ntimero N arbitrario
delas. As fungbes ¢ nao precisam ser coordenadas cartesianas, esféricas ou qualquer coisa especifica,
podem ser qualquer parametro que determine a posicao da particula. Se nao tivermos nenhuma restrigao
[vinculo] para o movimento delas, cada particula fornecera 7 varidveis para a lagrangiana (uma ¢, trés
q; e trés g;), assim, com N particulas, nossa lagrangiana estard definida num aberto de R™. Por isso,
nunca mais pense que se importar com espagos de dimensao n arbitraria é coisa de matemético que nao
tem utilidade! Caso uma particula esteja restrita [vinculada] a uma linha por exemplo, entdao apenas
um parametro sera suficiente para descrever sua posicao. Caso estiver restrita a uma superficie, serao
necessarios dois parametros, e assim por diante.

Mas, afinal de contas, qual é a vantagem do formalismo lagrangiano? A vantagem mais aparente é
que lidar com problemas mais complexos se torna mais facil. Para comecar, a lagrangiana é uma funcao
escalar - isto nos permite evitar trabalhar com vetores de R3, que é mais oneroso. Também nos permite
pular a etapa de conseguir um diagrama de forgas (em muitas situagoes, as forcas envolvidas sao bem
complicadas): a equacao de movimento sai “de graga”bastando saber a energia cinética e potencial. Uma
vantagem mais sutil é de que ¢ nao precisa ser as coordenadas cartesianas, pode ser qualquer sistema
de coordenadas. Isto se torna especialmente relevante quando a simetria do problema nos obriga a
trabalhar com coordenadas curvilineas. Esta é a razao pela qual as func¢oes ¢ costumam ser chamadas
de “coordenadas generalizadas”. [na verdade, o que estd por trds disso é que a lagrangiana é definida
no espaco de configuragao, que é uma variedade, o que a torna invariante por transformagoes arbitrarias
de coordenadas. O espago de configuracao nao é nada mais do que o conjunto de todas as posicoes
possiveis que as particulas do sistema podem tomar]. Por fim (mas creio que o mais importante), o
formalismo lagrangiano ¢ a linguagem adequada para formular o Teorema de Noether, um dos resultados
mais importantes de toda a fisica, que correlaciona simetrias da lagrangiana com quantidades conservadas
(como momento linear, angular e energia).

6 O Problema da Geodésica, nocoes de Geometria Diferencial
e um nada de Relatividade Geral *

Nesta secao iremos estudar o problema da geodésica. Este problema consiste no seguinte:

Seja M C R?® uma superficie [ou M C R"™ uma subvariedade de dimensdo k - nio se preocupe com
o conceito formal de uma subvariedade, enxergue intuitivamente como a generalizagao do conceito de
superficie com dimensdo arbitraria. Além disso, ndo se assuste quando mencionarmos R™, vocé pode
substituir n por 2 se isso te fizer feliz]. Dados dois pontos p1,ps € M, queremos achar a curva 7 :
[a,b] — M regular ® de classe C' que os conecte, ou seja v(a) = p1,7(b) = p2 e tenha o comprimento
minimo. Enfatizamos que a curva deve estar inteiramente contida na superficie, pelo contrério a solugao
seria trivial (reta). Antes de prosseguirmos, convém definirmos algo que sera essencial neste problema, o
conceito de plano tangente.

Dado um ponto p € M, denotamos por T,M o plano tangente a M no ponto p (se M for uma
superficie de dimensao maior [uma subvariedade], serd usado o termo “espaco tangente”, no lugar de
“plano”. Eventualmente as duas nomenclaturas podem se confundir ao longo do texto, mas a esséncia
é a mesma). Podemos pensar em um plano tangente a um ponto como o conjunto de vetores tangentes
a M neste ponto. [T, M serd um subespaco de R”, de mesma dimensao que M sendo que o vetor nulo
coincidird com o ponto p, isto é, se pensarmos em vetores geometricamente como setas ligadas a pontos,
todas as setas estardo ligadas a p, e ndo na origem do sistema de coordenadas]. Esta defini¢do parece
circular, e de fato ndo é nada formal. Uma definigdo mais razodvel seria a seguinte: T,M = {7'(0);~ :
I — Mderivével,0 € I,v(0) = p}. Em palavras: o plano tangente é o conjunto dos vetores tangentes a
todas as curvas v derivaveis contidas em M que passam pelo ponto p.

Agora definimos nosso funcional: [ : X — R, onde X = {7 : [a,b] — M, de classe C?,v(a) = p1,7(b) =
p2,7'(t) # 0,Vt € [a,b]}, que a cada curva apropriada ao problema associard seu comprimento, isto é:

b
I(y) = / Iy ()t

Sigamos com nossa abordagem usual e comecemos achando os pontos criticos de I. Neste caso, como

4Nesta secdo, o uso de Algebra Linear crescerd substancialmente.

5Uma curva regular é uma curva cujo vetor tangente nunca se anula. Permitir este tipo de curva nos traria problemas:
a imagem de curvas regulares podem até fazer “bicos”! Mas o principal motivo de fato é que vetores tangentes nao nulos
serao essenciais para a resolugao do problema, como serd visto.
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estamos numa superficie, nao funcionard aplicar as equagoes de Euler-Lagrange diretamente. Em vez
disso, utilizaremos o procedimento que foi usado para obter as equagoes, fazendo as devidas modificagoes.

Considere uma variagao 7, de « tal que v; € X,Vs. Como sempre, v(t) = d%'ys(tﬂszo é o campo
variacional, e valerd que v(a) = v(b) = 0, como pode ser facilmente visto. Além do mais, vale que
v(t) € T, yM,vVt € [a, ], ou seja, o vetor do campo variacional em cada ponto é tangente a este ponto
com relacgao a superficie. Com efeito, fixando um ¢ e deixando variar s temos uma curva fi(s) = H(s,t)
contida em M, Vs, tal que f;(0) = vo(t) = y(t). Por definicdo de espago tangente, temos que <= f;(s)|s—o €
Ty, )M = T M. Notando que < fi(s)[s—0 = “v,(t)]s=0 = v(t), concluimos que v(t) € T,y M

Mas serd que vale a reciproca? Isto é, serd que, dada uma funcio v : [a,b] — R" de classe C?, com
v(a) = v(b) = 0 e tal que v(t) € Ty M,Vt € [a,b], ela é o campo variacional de alguma variagao? A
resposta é sim, mas nao é nada trivial. Diferentemente do jeito que foi argumentado no caso anterior,
nao funciona tomar ~,(t) = v(t) + sv(t) pois nada garante que esta curva continua na superficie.

Daremos aqui apenas a ideia da demonstracao desse fato. Para tanto, afirmamos que, dado um
compacto® K C M, existe um aberto U (em geral, que nio estd contido na superficie) tal que K C U
e uma funcdo p : U — M de classe C*™ tal que p(z) = z,Vo € K. Em palavras, dado um pedacinho
K da superficie, existe um regidao U em volta da superficie que contém o pedacinho K e uma funcao
p que projeta, ou seja, esmaga todos os pontos de U até ficarem contidos da superficie e de forma que
deixe K invariante’. Apenas para exemplificarmos, tomemos a esfera unitdria M = {z € R";||z|| = 1}.
Dai podemos tomar p(z) = H%H Voltando & questao principal, dada uma funcao v satisfazendo as
caracteristicas citadas anteriormente, pode ser demonstrado que esta fung@o serd campo variacional da
variacao dada por p(y(t) + sv(t)). A fungdo p garante que as curvas ficardo na superficie.

Ora, se v é uma variacado de v e v é um minimo de [, entao ds 1(7s)|s=0 = 0. Vamos calcular & 2= U(s):

b b
)= % [ Il = [ Ll @ar

) 2(s)
Hle@l = T

L] _ (O g 0h®) @) ()
= gltullo= | EAGI oo = | T

Usando o truque da regra do produto (como sempre):

Ay [PA (0N 0
= o= [ (ran ) - & (o) w0

O primeiro termo se anula usando o teorema fundamental do célculo e lembrando que v(a) = v(b) = 0.

Finalmente:
[ ] o=

|
Para todo v : [a,b] — R™ de classe C? com v(a) = v(b) = 0 e v(t) € T, (t)M,Vt.
Chegou a hora de enunciarmos outro:

Lembrando que (verifique!):

Lema 2. Sejam M C R™ uma subvariedade, v : [a,b] — M uma curva de classe C* e u : [a,b] — R"
continua. Se

b
/ w(t) - v(t)dt = 0
para todo v : [a,b] = R™ de classe C* com v(a) = v(b) = 0 e v(t) € TyyyM, Vt € [a,b], entio
u(t) S (Tv(t)M)J‘ , Vt e [a,b].g
Concluimos entao que: se v : [a,b] — M minimiza [, entao:

a [ (@)
|:||’y (t)|:| 1 T,Y(t)M,Vt S [a,b] (18)

SEm R", isso equivale a um subconjunto fechado e limitado
"Na linguagem adulta da matemadtica, isto tem a ver com a vizinhanca tubular de uma variedade

8V indica o complemento ortogonal de um espaco vetorial V. Para os menos familiarizados com Algebra Linear,
ueVt «— ulov,YweV
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A equagdo acima é conhecida como Equagio da Geodésica. Podemos supor que a curva é parametri-
zada por comprimento de arco, isto é, parametrizada de forma que ||7/(t)|| = 1, Vt € [a, b]. Fazer isso nao
perde generalidade pois reparametrizacées nao mudam o comprimento de arco, e portanto ndo interferem
no funcional [. Para curvas parametrizadas por comprimento de arco, a equacao (18) se torna:

v (t) L Ty M, Vt € [a,b] (19)

Segue que, se uma curva é parametrizada por comprimento de arco e se minimiza [/, entao a curva
satisfaz a equagao (19). Isso motiva a seguinte;

Definicao 4. Seja M C R? uma superficie (ou M C R™ uma subvariedade), entao uma curva v : [a,b] —
M, ¢ dita geodésica se v (t) L Ty M,Vt € [a, D]

Coloquialmente, as pessoas costumam utilizar geodésica para se referirem a curvas que minimizam
o comprimento entre dois pontos. Mas, de acordo com a definicao acima, uma geodésica nao necessa-
riamente possui esta propriedade, como veremos adiante. Na verdade, ha algumas definigoes diferentes
para geodésica e que sao comuns. Veremos outra depois de darmos uma breve introdugao sobre derivada
covariante.

Da definicao, segue a propriedade enunciada no seguinte:

Coroldrio 2. Se v € geodésica, entio ||y (t)|| é constante.

Demonstragao. Perceba que

d ! 2 d / / 1 /
—IV O = =Y (1) -7 ()] = 29" () -~ (¢t
S @I = S0 0/ (0] =27 () 7' (0)
Lembre-se de que /(t) pertence a T4y M, enquanto que, pela hipétese de ser v uma geodésica, temos
v"(t) L TyM, donde +"(t) é perpendicular a +/(t), Vt. Portanto, 4 ||7/(t)||> = 0, donde ||v/(t)[|* ¢
constante e consequentemente ||v'(¢)]]. [ |

No caso de ser |[7/(¢)|| uma constante, dizemos que v é parametrizada proporcionalmente ao compri-
mento de arco, ou ppca.

Acabamos de mostrar que se uma curva 7 : [a,b] — M minimiza o funcional comprimento [ e se vy é
ppca, entdo v é geodésica. De fato, por v minimizar [, vale que 7 satisfaz a equagao (18). Uma vez que
7 é ppea, |[7/(1)]] = k € B, donde & (v(t)/|()ll) = £ &4+'(1) = £9"(t) L T, M, o que implica que
’}/H(t) al T’y(t)M~

Passemos a um exemplo concreto. Seja M C R? uma esfera. Uma curva em M é chamada de grande
circulo se é a interseccdo da esfera com um plano que passa pela origem da esfera. Vale que se 7 é uma
parametrizacao ppca de um grande circulo, entao v é geodésica da esfera. Para provarmos isto, basta
vermos que vy satisfaz (19).

7 Mais um pouco de Mecanica Classica

Em breve (ou talvez ndo).
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